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A Ramdam

« Celui dont le cri fait trembler les montagnes »

Le véritable esprit de joie, d’exaltation, le sentiment d’étre
plus qu'un homme, qui sont la pierre de touche de l'ex-
cellence la plus haute, se trouve dans les mathématiques

comme dans la poésie.
— Bertrand Russel
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Sur une généralisation des nombres complexes: les tétranombres
Dominic Rochon

SOMMAIRE

Le but de ce mémoire est de présenter une structure mathématiques généralisant les nombres
complexes. Les éléments de cette structure seront ici considérés comme de nouveaux nombres et
appelés « tétranombres ».

Différente des quaternions [4], qui se veulent la généralisation standard des nombres complexes,
la structure présentée dans ce mémoire dote R* = C? d’une multiplication commutative dans le
but de permettre une extension de ’analyse complexe dans C et une particularisation de I’analyse
complexe dans C2.

Les tétranombres se voudront aussi une généralisation de ce que Sobczyk dans [14] présente
comme les nombres hyperboliques. Ainsi, en plus de généraliser plusieurs résultats de ’analyse
complexe dans C, les tétranombres généralisent certains résultats obtenus dnas le cas des nombres
hyperboliques.

Il faut aussi préciser que la structure présentée ici a déja été traitée dans un contexte plus
général par Ryan dans [12]. Par contre, la plupart des résultats rencontrés dans ce mémoire seront
différents ou plus précis que ceux rencontrés dans [12], car le caractere « général » de l'article de
Ryan n’a pas permis de faire ressortir le caractere « commutatif » de la structure présentée dans

ce mémoire.
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Introduction

Les tétranombres sont une généralisation des nombres complexes différente de celle rencontrée
avec les quaternions. L’idée intuitive est simple; il suffit de considérer une entité de la forme a4+ bi,
mais cette fois avec a et b éléments des nombres complexes, i.e. a + bi avec a,b € C.

Mais, alors on se retrouve avec une expression de la forme (e+ fi)+ (g+hi)i avec e, f, g, h € R.
Et écrit de cette fagon, c’est encore un nombre complexe; c’est (e — h) + (f + g)i. Donc, pour
garder I'idée d’une généralisation, il nous faudra utiliser une notation qui ne nous ramene pas aux
nombres complexes. Plus loin, nous verrons une notation pour les tétranombres qui nous permettra
de rester fideles a I'intuition initiale. Mais d,abord, pour plus de rigueur, il nous faut formaliser la
structure a ’aide d’'une notation vectorielle ; celle-ci aura aussi son utilisé, car elle nous permettra
de considérer les tétranombres comme des éléments de R?.

Formellement, un nombre complexe est un coule ordonné de nombres réels ; ’égalité, 'addition

et la multiplication de nombres complexes sont définies de la maniére suivante :

(a,b) = (c,d) si, et seulement si, a=cetb=4d,
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
et (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

On pourrait donc écrire le nombre (e+ fi) + (g + hi)i comme le « vecteur » ((e, f), (g, h)). Mais
a ce stade-ci, il n’y a rien de défini. Par contre, on se rend compte que la structure va reposer sur
une définition adéquate de la multiplication.

Intuitivement, nous voulons une multiplication analogue a celle des nombres complexes. Nous

allons donc considérer les vecteurs (a,b), (c,d), (e, f), (g,h) € C avec la multiplication suivante :

((a,), (c;d)) x ((e, f), (g, h)) = [(a,b)(e, ) — (¢, d)(g, h); (a,b) (g, h) + (c,d) (e, [)]
= [(ae = bf — cg+ dh,af + be — ch — dg); (ag — bh + ce — df,ah + bg + cf + de)] .
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Il serait donc légitime de considérer formellement la multiplication suivante :

(aab>c>d)'(6afagah):
(ae — bf —cg+ dh, af +be —ch —dg,ag — bh + ce — df, ah + bg + cf + de).

On peut donc définir formellement les tétranombres.



CHAPITRE

Propriétés de base

Dans ce chapitre, on définira formellement ’ensemble des tétranombres pour explorer par la

suite ses propriétés de bas et deux sortes de conjugués.

Définition 1.1. Un tétranombre est un vecteur de R* dont 1'égalité, I'addition et la multipli-

cation sont définies de la maniere suivante :

(a,b,c,d) = (e, f,g,h) si, et seulement si, a=e,b=f, c=getd=h,
(a,b,c,d)+ (e, f,g,h) = (a+e,b+ f,c+g,d+ h)
et (a,b,¢c,d)- (e, f,g,h) = (ae = bf — cg+ dh, af + be — ch — dg,ag — bh + ce — df,
ah + bg + cf + de).

Cette définition englobe celle des nombres complexes.

Définition 1.2. Un nombre complexe est un tétranombre de la forme (a, b, ¢, d) ou b,d = 0.

Aussi, le vecteur (a, 0, ¢, 0) sera noté a + ci.

Cette définition est légitime, car les nombres complexes définis (par cette définition) sont iso-
morphes aux nombres complexes déja connus. Pour voir cela, il suffit simplement de remarquer
que (a,0,¢,0)-(e,0,g,0) = (ae — cg,0,0,ag + ce,0).

Aussi, comme conséquence de la définition 1.2, on note que les nombres réels sont de la forme
suivante : (a,0,0,0) ot a € R. De plus, comme dans le cas des nombres réels ou complexes, le « - »

représentant la multiplication des tétranombres sera souvent omis.
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Définition 1.3. Un nombre complexe prime est un tétranombre (a,b,c,d) ou ¢ = d = 0.

Aussi, le vecteur (a,b,0,0) sera noté a + bi'.

Les nombres de la forme (a, b, 0,0) sont aussi isomorphes aux nombres complexes habituels, car
(a,b,0,0) - (e, £,0,0) = (ae — bf,af + be,0,0).

Notations :
— L’ensemble des tétranombres sera noté T.
— L’ensemble des nombres complexes sera noté C.
— L’ensemble des nombres complexes primes sera noté C'.

— L’ensemble des nombres réels sera noté R.

Voici maintenant d’autres fagons équivalentes de représenter les tétranombres, celles-ci seront

utilisées par la suite sans distinction. Les voici :

1) De fagon analogue aux quaternions

T={a+bi+citdj:i®=i%=-1j7=1etij=—i ij=—i il =jonabecdecR}.

Ainsi, w = (a,b,¢,d)” = "a+bi'+ci+dj, C={a+ci: a,c e R} et C'={a+bi’ : a,b € R}.
Avec cette représentation, on voit bien que les tétranombres sont une généralisation des
nombres complexes. Aussi, on constate que c’est ne méme temps une généralisation des

nombres doubles (ou hperobliques), i.e. les nombres de la forme a + bj ou j2 = 1.

2) Comme C? munie d’une multiplication

T = {(21,22) €C?: 2z, € (C}

ou wy-we = (21, 22)- (23, 24) = (2123— 2024, 2124+2023). Ainsi, w = (a, b, ¢, d) "=" (a+0bi, c+di’).

Remarques 1. i) Il sera plus utile par la suite de voir cette définition comme des couples
dans C'. Ainsi, w = (a,b,¢,d) "=" (a+ bi’, ¢ + di’).

ii) La multiplication considérée est analogue & celle des nombres complexes.

3) Comme complexification des nombres complexes :

T:={z1+ 21 : 21,20 € C'}
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ou (21 + 201) * (23 + 241) = (2123 — 2024) + (2124 + 2223)i. Ainsi, w = (a,b,¢,d) "=" (a4 bi') +
(c+ di')i.

Venons-en aux propriétés algébriques de T.

Propriété 1.1. L’addition est associative, i.e.

(w1 aF wg) + w3 = wy + (U)Q + w3) le,wg,wg cT.

Propriété 1.2. L’addition a un élément neutre, noté 0 et appelé zéro, i.e. w+0=0+w = w
Yw € T.

Propriété 1.3. Chaque élément w € T possede un inverse, noté —w, par rapport a w, i.e.
w4+ (—w) = (—w)+w=0Vw eT.

Propriété 1.4. L’addition est commutative, i.e. wi + wy = Wy + w1 Ywy, wo € T.

Les propriétés précédentes sont évidentes, car elles le sont dans R*. Celles qui vont suivre sont

spécifique a T.

Propriété 1.5. La multiplication est associative, i.e.

w1y (U)2 0 wg) = (w1 o U)Q) * W3 le,wg,wg & T

Démonstration.
Posons wy = 21 + 291, wy = 23 + 241 et w3 = 25 + zi. Alors
wl(wgwg) = (2’1 + 221) ((23 + 2’41) (2’5 + 261))
= (21 + 201) ((2325 — 2426) + (2326 + 2425)1)
= ((z12325 — 212426) — (202326 + 222425)) + ((212326 + 212425) + (222325 — 222426)1)
et
(w1w2>w3 = ((Zl + Zzi)(Zg + Z4i)) (25 + Zﬁi)

((2123 — 2224) + (2124 + Zng)i) (25 + ZGi)

= ((z12325 — 222425) — (212426 + 222326)) + ((212326 — 22242¢) + (212425 + 202325)) 1.

O
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Propriété 1.6. La multiplication est distributive par rapport a 'addition, i.e. wy - (we+ws3) =

wy - wg + wy - ws et (wy + we) - w3 = wy - w3 + Wy - Ws.

Démonstration.
Il suffit de démontrer la distributivité a gauche w; - (we +w3) = wy - we+wq - w3, car la distributivité
a droite sera automatiquement vraie moyennant la propriété 1.7. Posons wy = 21+ 2oi, wo = 23+ 241

et w3 = z5 + zgi.

Alors,
wl(wg + U)3) = (21 + Zgi) . ((23 + 25 + (24 + ZG)i)
= (21(23 + 25) — 22(24 + ZG)) + (21(2}4 + ZG) + 22(23 + Z5))i
= (2123 + 2125 — 2024 — 22%6) + (2124 + 2126 + 2023 + 2225) 1
et

W1W2 + w1Wsg = (21 -+ Zgi) (23 -+ Z4i) + (21 + Zgi)(25 -+ Z6i)
= (2123 — 2224) + (2124 + 2223)1 + (2125 — 2026) + (2126 + 2225)1

= (2123 — 2224 + 2125 — 2226) + (2124 + 2223 + 2126 + 2225)1.

OJ
Propriété 1.7. La multiplication est commutative, i.e. wy - wy = wq - wy Ywy, wy € T.
Démonstration.
Posons w1 = z1 + 201 et wy = 23 + 24i. Alors,
wiwg = (21 + 221)(23 + 241) = (2123 — 2024) + (2124 + 2223)i
et
wowy = (23 + 241) (21 + 221) = (2321 — 2421) + (2322 + 2421)i.
OJ

Propriété 1.8. La multiplication a un élément neutre, noté 1 et appelé élément unité, i.e.

w=w-1=1-wVYw e T.

Démonstration.

La démonstration est évidente en prenant 1 = (1,0,0,0). O
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Mais ce ne sont pas tous les éléments de T qui possedent un inverse multiplicatif. Exemple,
(1,—1,1,1) n’a pas d’inverse multiplicatif.

Pour le trouver, on va supposer le contraire. Supposons qu'il existe un w = (a,b,c,d) € T tel
que w- (1,—1,1,1) = 1. Alors (a,b,¢,d)(1,—-1,1,1) = (1,0,0,0), i.e.

(a+b—c+d,—a+b—c—d,a—b+c+d,a—b—c+d)=(1,0,0,0).
Ceci implique que

a+b—c+d=1 (1.1)
—a+b—c—d=0 (1.2)
a—b+c+d=0 (1.3)
a+b—c+d=0. (1.4)
Donc, b = a+ (a+b+d)+d et ainsi a = —d. On en déduit que b = ¢, ce qui implique une
contradiction avec (1.1).
En conclusion, on peut affirmer que T = (R*, +,-) est un anneau commutatif et unitaire. Par
contre, T n’est pas un corps, car se ne sont pas tous les éléments qui possedent des inverses
multiplicatifs.

Dans ce qui suit, deux sortes de conjugués vont étre présentés. On constatera que ceux-ci ont

des propriétés symétriques.

Conjugué .1. La premieére sorte de conjugaison est

(a,b,c,d) = (a,b,—c, —d)

i.e. 21+ 291 = 21 — 29i.

Il est a noter que (a,0,¢,0) = (a,0,—c,0). Ceci généralise le conjugué de C. De plus, si w =

(a,b,c,d), alors
ww = (a® — b + ¢ — d?, 2ab — 2¢d, 0,0) € C'.
Puis, w = (a,0,¢,0) € C implique que

lw* = ww = (a* + ¢%,0,0,0) = a® + * € R.

Donc, vuww = \/(a2 +¢2,0,0,0) = va? + 2, ce qui est la norme de C.
Remarque 1. Si w = (a,b,c,d), on obtient que ww = (a + bi')? + (¢ + di’)? = 22 + 23. A
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Propriété 1.9. On a

Wy + we = Wy + Wy le,wg e T.

Démonstration.

Posons wy = (a,b,c,d) et wy = (e, f, g, h). Alors

w1+w2:(a+6vb+fac+gvd+h)
=(a+eb+ f,—c—g,—d—h)
= (a,b,—c,—d) + (e, f,—g — h) = Wy + Ws.

Propriété 1.10. On a

W, — Wy = W1 — Wy ‘v’wl,wg e T.

Démonstration.

Posons wy = (a,b,¢,d) et wy = (e, f, g, h). Alors

w; —wy = (a—e,b— f,c—g,d—h)
=(a—eb— f,g—c,h—d)
:(aub7_ca_d)_(€7f7_g7_h):w_1_w_2‘

Propriété 1.11. On a une involution, i.e.

=w YweT.

gl

Démonstration.

Posons w = (a, b, ¢,d). Alors W = (a,b, —c, —d) et W = (a, b, c,d) = w.

Propriété 1.12. On a

Wy - Wy = Wy * W3.




CHAPITRE 1. PROPRIETES DE BASE 9

Démonstration.

Posons wy = (a,b,¢,d) et wy = (e, f, g, h). Alors
wwe = (ae — bf —cg + dh, af + be — ch — dg,ag — bh + ce — df, ah + bg + cf + de)
ce qui implique que
whws = (ae —bf — cg + dh, af + be — ch — dg, —ag + bh — ce + df, —ah — bg — cf — de).
Or,

w_l‘w_QI(a7b7_ca_d)‘<€7f7_g7_h)
= (ae = bf —cg + dh,af + be — ch — dg, —ag + bh — ce + df, —ah — bg — cf — de).

Conjugué .2. Le deuxiéme conjugué est

—_——
(a,b,c,d) = (a,—b,c,—d).

—_——N—
Il est & noter que (a,b,c,d) = (a,—b,0,0). Ce qui généralise le conjugué de C’. De plus, si w =
(a,b,c,d), alors w W = (a2 — 2+ b% — d?,0, 2ac+ 2bd, 0) € C. Aussi, w = (a,b,0,0) € C’ implique
que |w|? = w @ = (a2 + b%,0,0,0) = a2 + b € R. Donc Vw W™ = \/(a2 +12,0,0,0) = Va2 + b2,

ce qui est la norme dans C'.

Remarque 2. Si w = (a,b,¢,d), alors w W = (a + ci)? + (b + di)>. A

Propriété 1.13. On a

— ~~ =
Wy + Wo = "Wy + Wy le,wgeT.

Démonstration.

Posons wy = (a,b,¢,d) et wy = (e, f, g, h). Alors,

wy +wy=(a+e,b+ f,c+g,d+ h)
=(a+e,~b—f,c+g,—d—h)
= (a,—b,c,—d) + (e, —f,g,—h) zfu?—l—fu?.
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Propriété 1.14. On a

— ~~ /=
W1 — Wy = W, — W2 \V/’LUl,'LUQET.

Démonstration.
Posons wy = (a,b, ¢, d) et wy = (e, f, g, h). Alors

wy —we = (a—e,b— fic—g,d—h)
:(G—G,f—b,c—g,h—d)

= (CI,, —b,C, _d) - (67_f797 _h) ZTU?_/{U?

[
Propriété 1.15. On a une involution
—~~
W =w YweT.
Démonstration.
-~
Posons w = (a, b, ¢, d). Alors, W= a,—b,c, —d) = (a,b,c,d) = w. O
Propriété 1.16. On a
WiWy = f’U/J?fU/J? le,wg e T.
Démonstration.
Posons wy = (a,b,c,d) et w = (e, f,g,h). alors
wywy = (ae — bf — cg+ dh, af + be — ch — dg,ag — bh + ce — df, ah + bg + cf + de)
ce qui implique que
A~
wiwy = (ae —bf —cg + dh, —af —be + ch + dg,ag — bh + ce — df, —ah —bg — cf — de).
Or,
71}?/? = (Cl, _b7 c, _d)(e7 _f7 g, _h>
= (ae — bf —cg + dh, —af — be + ch + dg,ag — bh + ce — df, —ah — bg — cf — de).
[

Voici un récapitulatif des propriétés des deux conjugués introduits précédemment.
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Récapitulatif : Les propriétés du conjugué w :
1) wi +wy = W1 +Wy;
2) wy — wy =Wy — Wy
3) W=w;
4) Wy = Wiwy.

Siw = (a,b,c,d) "=" 21 + 2»i, alors

ww = (a® — b* + & — d?, 2ab + 2¢d, 0, 0)
=(a+bi")+ (c+di') =2 +2€C.
Siw = (a,0,c,0) = a+bi, alorsw = (a, 0, —c,0), i.e. a + ci = a—ci. De plus, ww = (a*+c%,0,0,0),

ainsi vVww = va? + ¢ = |a + bi, i.e. la norme usuelle de C.

s . ;AN
Les propriétés du conjugué “w " :

— P
1) w1+w2: w1+w2;

2 7 N e N,

)wl_w2—wl_w27
~ =N

3) “w=w;

A~ AN
4) wWiWy = W1 Wa .

Siw = (a,b,c,d),alors w W = (a2 —2+b2—d2,0,2ac+2bd, 0) = (a+ci)® + (b+di)? € C. Si w =

o/ /\ . o/ ./ /\ 2 2
(a,b,0,0) = a+bi', alors “w™ = (a,—b,0,0), i.e. a + bi’ = a—bi’. De plus, w w" = (a*+0°,0,0,0),
ainsi \Vw W = Va2 + B2 = |a + bi'|"2, i.e. la norme usuelle de C'.
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Caractérisation de l'inverse

Dans ce chapitre, on caractérisera les éléments non-inversibles de I’ensemble des tétranombres.
Par le fait méme, on trouvera des structures algébriques isomorphes aux tétranombres.

Etant donné que T est un anneau unitaire commutatif, on sait que si w € T posséde un inverse,
il sera nécessairement unique.
Démonstration.

Soit w, w’, w” € T tels que ww' =1 et ww” =1, 0ou 1= (1,0,0,0). Alors

w” =1w" = (w'w)w” = w'(ww") =w'l =w'

Ceci implique que w’ = w”. Donc, si l'inverse existe, il est nécessairement unique. O

Tous les nombres complexes et complexes primes non-nuls, 7.e. les nombres de la forme (a, 0, b, 0)
et (a,b,0,0) avec a,b # 0 sont inversibles, car ces structures sont isomorphes aux nombres com-

plexes déja connus. On a alors que

(a,o,b,O)—1:< S - 0) et(a,b,o,O)—1:< a4 b o,o).

a2+ b2’ a2+ b2’ a2 + b2 a? + b2’

On sait aussi que dans C, z=! = . Essayons de trouver une formule similaire pour T. Comme

2z
ww = (a® —b* +c—d?, 2ab+2cd, 0,0) € C', alors (ww) (ww) € R. 1l serait 1égitime, intuitivement,
de poser :

w! = M\ si (ww)@# 0.
(ww) (ww)
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Proposition 2.1. Soit wy, wy € T. Si w; et wy sont inversibles, alors w; -wq est aussi inversible
1,,—2

et (wiwy)™! = witwy?.
Démonstration.
On a que
—1,. -1 —1y,, 1
(wiw2)(wy " wy ) = wi(wawy  )w,
-1
= w;(1)w;
=ww; = 1.
Donc, (wywy)™! = wy 'wyt = witwy ' par commutativité O
) 1Ww2 =Wy Wy =Wy Wy P .
Proposition 2.2. Soit w € T. si w est inversible, alors W est aussi inversible et w—! = w~1.
Démonstration.
Onaquew-w! =w-w1=T1=1,ce qui implique, par unicité de I'inverse, que w—! = w-1. O
q ) q pique, p » 4
-1 ~ =
o g . . Q =~ 2 g . =~ _
Proposition 2.3. soit w € T. Si w est inversible, alors 7w est aussi inversible et 7w~ = w™ .
Démonstration.
On a que
~ = ——
=~ -1 -1
wew T =wew
N
=1 =1
1 ~ =
A 5. .. . A~ =~ 1
Par unicité de l'inverse, ceci implique que “w™ =w"". U

—~~
Proposition 2.4. Si (ww)(ww) # 0, alors w est inversible et

(ww)(ww)

Démonstration.

On a que
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De plus (ww) (@) € R, donc inversible si (ww) (@) # 0. Comme (ww) (@) # 0 par hypothese,
cela implique que ww # 0 et @ # 0. Cependant, comme ww, @ € C' et différent de zéro, cela
implique qu’ils sont inversibles et que

~= 1

(wm)@D)] " = (wm) )

Donc,

O

D’un autre coté, w W = (a®> — & + b* — d?0,2ac + 2bd,0) € C. Alors, on obtient que

(w7 ) (w W) € R. Ainsi, il semble aussi légitime de poser

lorsque (w W) (w W) # 0.

Proposition 2.5. Si (w@)(w @) # 0, alors w est inversible et

Démonstration.

On a que

De plus, (w @) (ww>) € R, donc inversible si (w W )(w @) # 0. Comme (w @) (w W) # 0
par hypothese, cela implique que w W et ww sont différents de 0. Mais, comme w/w\, W eC
et différents de 0, cela implique qu’ils sont inversibles et que

- 41 -

(ww)(ww)| =@ @) N ww)

Donc,

I=w-"0 (W) (ww@) ™" (ww) ™" =@ww)(ww) =1
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Essayons maintenant de caractériser les éléments qui n’ont pas d’inverse. On sait que 'on ne

. N . .. _ P
peut pas trouver d’inverse a l'aide des propositions 2.4 et 2.5 lorsque ww = 0 et w w™ = 0.
Commencons donc par chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que ww = 0. Soit

w = 2 + 2i tel que ww = 0. Ceci est équivalent a ce que 22+ 23 = 0, ol 2; = a+bi’ et zp = c+di’.

Or, 22 + 22 = 0, si et seulement si, 22 = —2z2, si et seulement si, 2; = i’z ou 27 = —i'zy. Ceci est
aussi équivalent a ce que a +bi' = —d+ci’ oua+bi' =d—ci’, i.e. (a=—detb=c)ou(a=det
b= —c).

On a donc la propriété suivante :

Lemme 2.1. Soit w = (a,b,¢,d) € T. Alors, ww = 0, si et seulement si, (a = d et b = ¢) ou
(a=detb=—c).

De la méme facon W = 0, si et seulement si, 22 + 22 = 0, ot 23 = a +ci, 24 = b+ di et
w = (a,b,c,d). Ainsi W = 0, si et seulement si, 22 = —z2. Ceci est équivalent a ce que (a = d
et b= —c)ou(a=—detb=c).

On obtient ainsi le lemme suivant :

Lemme 2.2. Soit w = (a,b,c,d) € T. Alors, ww" = 0, si et seulement si, (a = d et b= —c)
ou (a=—detb=c).

Il s’ensuit,

Corollaire 2.1. Soit w = (a,b,c,d) € T. Alors, ww = 0, si et seulement si, w W = 0.

Comme ww = 0, si et seulement si, w” w " = 0 et que I'inverse de w, s’il existe, est unique, alors

si ww # 0 ou ww = 0, on obtient que

R ) BT C AT B
(wi) (W) (w W) (w W)

Les tétranombres w = (a, b, ¢, d), qui sont de la forme
a) a=det c=—bou
b) a=—detc=b

sont donc trés importants. On sait que si w n’est pas de la forme 1) ou 2), alors w™! existe. Il reste

! n’existe pas.

a montrer que si w est de la forme 1) ou 2), alors w™
Ceci est un intéressant probléme a résoudre, car il revient a vouloir caractériser les tétranombres
qui ne sont pas inversibles. IL ne faut oublier qu’il pourrait exister d’autres fagons d’obtenir des

inverses autrement que par les propositions 2.4 et 2.5.
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Essayons donc de caractériser les tétranombres qui n’ont pas d’inverse! Pour cela, on se doit

d’introduire une notation matricielle aux tétranombres.

(62 )

est isomorphe aux nombres complexes habituels. Dans ce cas, pour avoir les conditions nécessaires

Nous savons déja que

et suffisantes pour qu'un nombre complexe a + bi ne soit pas inversible, il suffit d’obtenir les

" , : : a —b . . . .

conditions nécessaires et suffisantes pour que la matrice b ne soit pas inversible. Ceci
a

o o ) . a —b
revient a trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que Det (b ) =0.
a

Ici, le déterminant est donné par
—b
Det “ =
b a

Det(Z _b)zo < a=0et b=0.

a —b
b a

= a® + b°.

Donc,

a

Pour les tétranombres, existe-t-il une telle matrice ?

Intuitivement, on pourrait considérer une matrice de la forme suivante :

a+bi —(c+di)
c+di  a+bi )
Comme chaque nombre complexe peut lui aussi étre substitué a une matrice, cela donne intuitive-

ment la matrice suivante :

a —b —c d
b a —d —c
c —d a —b
d ¢ b a

Mais ceci est intuitif, il nous faut donc démontrer I’isomorphie entre les tétranombres et les matrices
de ce type.

Clarifions les choses. Considérons

a —b —c d

H = boa —d = ca,be,deRy
¢c —d a b
d ¢ b a

alors M = (H,®, ®) est un anneau (sous-anneau des matrices) ou :
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@ est I'addition usuelle des matrices ;
® est la multiplication habituelle des matrices.

Considérons aussi R* = {(a,b,c,d) : a,b,c,d € R}, alors T = (R%, -, +) est un anneau (ce sont

les tétranombres) ou :
+ est 'addition habituelle des vecteurs;

- est la multiplication des tétranombres.

Proposition 2.6. On a un isomorphisme d’anneau entre M = (H,®,®) et T = (R*, +,")
par
o :H— R
A — p(A)
ol
a —b —c d
b a —-d —c
= (a,b,c,d).
4 c —d a —=b ( )
d ¢ b a
Démonstration.

Pour avoir un isomorphisme d’anneau, il faut que VA, B € H,
a) p(A® B) = p(A)-¢(B);
b) o(A® B) =p(A) - p(B) et;
¢) ¢ doit étre une bijection.

(c) Montrons, d’abord, que ¢ est injective. On veut que ¢(A) = ¢(B) implique que A = B. Soit

a —b —c d e —f —g h
= b a —-d —c ot B — f e —h —g
c —d a -— g —h e —f
d ¢ b a h g e

Alors, p(A) = p(B) implique (a,b,c,d) = (e, f,g,h), i.e. a=¢e, b= f, ¢ =g et d=h. Donc,
A= B.
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Nous montrons désormais la surjection. On veut que VI¥ € R*, il existe une A € H telle que
w(A) = W. Soit W = (a,b,c,d) et

a —b —c d
e b a —d —-c
¢c —d a b
d ¢ b «a

Alors p(A) = W. Donc, ¢ est bijective.
(a) On veut montrer que p(A & B) = ¢(A) + ¢(B). Or,
a+e —b—f —c—g d+h
b+f a+e —d—h —c—g
c+g —d—h a+e —b-—f
d+h c+g b+f a+f
=(a+eb+ fc+g,d+h)
= (a,b,c,d) + (e, f, g, h)
= ¢(4) +¢(B).

p(A® B) =y

(b) On veut montrer que p(A ® B) = ¢(A) - ¢(B). Or,

p(A® B)
ae —bf —cg+dh —af —be+ch+dg —ag+bh—ce+df ah+bg+cf+de
af +be —ch—dg ae—bf —cg+dh —ah—bg—cf—de —ag-+bh—ce+df
ag—bh+ce—df —ah—bg—cf—de ae—bf—cg+dh —af—be+ch+dg
ah+bg+cf+de ag—0bh+ce—df af+be—ch—dg ae—>bf—cg+dh

= (ae — bf —cg + dh,af 4+ be — ch — dg,ag — bh + ce — df,ah + bg + cf + de)
Z(a,b,c,d)-(e,f,g,h)
= ¢(A) - p(B).

O

On a donc un isomorphisme d’anneau entre M et T. La conséquence principale de cette iso-
morphie est que w € T est inversible, si et seulement si, ¢! (w) est inversible.
Mais le déterminant d’une matrice de 'anneau M est tres long a calculer, ainsi il nous faudra

considérer un autre isomorphisme. Le voici :

T~ {(“bi/ _(”di/)) : a,b,c,deR} ot 9 ((“bi/ _(”di/))) — (a+b) + (c + dV)i.

c+di’  a+0bl c+di’ a4+ bl
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Cet isomorphisme est facile a démontrer. De plus, il est conforme a l'intruition de départ et
plus facile pour le calcul du déterminant. L’autre isomorphisme a été démontré en vue d’un usage

ultérieur.

Remarque 3. L’usage du i ou i’ dans la matrice est parfaitement équivalent. A

Lemme 2.3. Soit

c+di’ a4+ b’

A:C+w_ﬁ+ﬁv'

Alors, Det(A) =0, si et seulement si, (a = —d et b=c) ou (a =d et b = —c).

Démonstration.

Det(A) =0, si et seulement si,

a+b —(c+di)
c+di’ a+ b

ie. (a+bi")>+ (c+di')?=0.0Or,uw =0 < (a=detb=c)ou(a=detb= —c), par le
lemme 2.1. O

Donc, ¥(A) = (a, b, c,d) n’est pas inversible, si et seulement si, (a = d et b = ¢) ou (a = d et

b = —c). On a donc le théoreme suivant :

Théoréme 2.1. Soit w = (a,b,c,d) € T. Alors w n’a pas d’inverse multiplicatif, si et seule-
ment si, (¢ = det b =c¢)ou (a =detb= —c), i.e. west de la forme (u,v,—v,u) ou

(u,v,v, —u) avec u,v € R.

Corollaire 2.2. Soit w = (a,b,c,d) € T. Alors w est inversible, si et seulement si, ww # 0,
i.e., si et seulement si, (a + bi')*> 4+ (c + di’)? # 0.

Corollaire 2.3. soit w = (a,b,¢,d) € T. Alors w est inversible, si et seulement si, ww #0,
i.e., si et seulement si, (a + ci)? + (b + di)? # 0.

1

Rappelons-nous que lorsque w™ existe, il peut s’écrire explicitement de la maniere suivante :

wl = w(w@ AT (2.1)
(wo)(ww) (W W) (w W)
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Cette fagon d’écrire a évidemment pour but d’avoir un dénominateur réel, mais si ’'on se content

d’un dénominateur complexe ou complexe prime, alors on peut écrire :

_ =~

-1 w w
w = = ——.
ww o

La preuve se veut la méme que pour 2.1, mais en plus simple.



CHAPITRE

L’équation du second degré

Ce chapitre est voué a 'exploration des solutions possibles de 1’équation du second degré a
coefficients réels. Nous essayerons ainsi d’étendre les solutions a ’ensemble des tétranombres.
Notre but est de trouver les racines d’une équation du second degré. Soit w = (z,vy, z,q) € T.

Soit 1’équation du second degré aw? + bw + ¢ = 0 avec a, b et ¢ € R. Alors

aw?® +bw + ¢ = a(x,y, z,q)* + b(x,y, 2,q) + ¢
=a(x® —y* + ¢ — 2%, 20y — 22q, 222 — 2yq, 2xq + 2yz) + b(z,y, 2, q) + ¢(1,0,0,0)
= (ax® — ay® + aq® — az® + br + ¢, 2axy — 2azq + by, 2axz — 2ayq + bz,
2axq + 2ayz + bq).

Cherchons les conditions sur z,, z, ¢ pour que aw? + bw + ¢ = 0. Il y a quatre équations :

U =ax®—ay® + aq® — az® + bx +c,
V = 2axy — 2azq + by,
K =2axz — 2ayq + bz
et L = 2axq + 2ayz + bq.

On veut que U, V, K et L soient égaux a 0 en méme temps, avec a # 0.

Supposons donc que U, V, K et L = 0 et cherchons la forme que doit avoir w = (z, y, z, q) pour

satisfaire a ce systeme d’équations.

Sig=0,alors L =2ayz = 0. Donc yz = 0, ce qui implique que
(1) y=0o0u (2) z=0.

Dans le cas on y = 0 (1), on obtient que K = 2azz,z = 0. Ceci est équivalent a ce que

z(2ax + b) = 0, donc z = 0 ou 2ax + b = 0. Or, dans le cas ou z = 0, on obtient que U =
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ax® + bx + ¢ = 0. Ainsi,

. —b £+ Vb? — 4dac .

5 b2 — dac > 0.

D’un autre coté, 2ax + b = 0 implique que x = g—f Dans ce cas,

2 2
Uza(b—>—az2—b—+c:0,

4a? 2a
i.e.
_a22:_—b2+ﬁ—c:_—b2+b_2_@zw'
da  2a 4da  2a 4da 4a
Donc

,  dac—0? Viac — b?

z VR donc z = =+ o

si b? — dac < 0.
Dans le cas ou z = 0 (2), alors V = 2azy + by = 0. Donc, y(2ax +b) = 0, i.e. y = 0 ou
2ax +b = 0. Lorsque y = 0, on obtient que U = ax?® +bx +c =0, i.e.

—b+Vb? —4dac .
T = si

b* — dac > 0.
2a
D’un autre coté, lorsque x = ;—é’, ceci implique que U = % —ay? — % + ¢ = 0. Alors
"0 T2 T 40 T 4d T da
et ainsi
+v4dac — b?
y="Y"2"7 G —dac < 0.

2a
Bref, si ¢ =0, on a

a) y=0avec z = 0 et x = ~vEvr-dac v25;2_4‘”0sib2—4a020;

iiwg‘f_lﬂ si b? —4dac < 0;

EVdac=b? i p2  fqe > ().

b) y=0avec z =32 et z =

c) z=0avec z =32 et y =

2a
Siq # 0, alors L = 2axq + 2ayz + bg = 0. Ceci implique que x = _f]/z — % Donc,
—2 2azb —2ayz?
K= 20YE ;LZ —2ayq + bz = W= 2ayq + bz = 0.
q a

On obtient ainsi que y2? +yq® = 0, i.e. y = 0. Cette derniére information nous indique que z = ;—é’

et que V = —2azq =0, i.e. z=0. Ainsi,
2 2

_ 2 _
U—a4—a2+aq —%—FC—O,
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ce qui implique que

2 2
z—a+aq2—%+c:0.
Donc,
o —b* 20 dac b —dac
T Th T T da
i.€.

++v/b% — 4ac

si b? — dac > 0.
2a

q:
Donc, si ¢ # 0, on a
d) y=0avec z =0, ¢ = 2L & 2 _ 4qc > 0 et & = 2.
En résumé : Voici les formes possibles de w lorsque aw? + bw + ¢ = 0,
(a) b* —4dac > 0 avec w = (—1&7 vi2_dac () (), 0);
(b) b2—4ac<Oavecw( S, vdac=t? 0)
(c) b* —4ac <0 avec w = (25754;23 &0, O)
(d) b* —4ac > 0 avec w = (g—a,O,O,Li;‘m).

On peut ainsi énoncé le théoreme suivant.

Théoréme 3.1. Soit w = (x,y, 2z,q) € T. Alors w est solution de 'équation ah? +bh +c =0
avec h € T et a,b,c € R (a # 0), si et seulement si, w est de la forme (a), (b), (c) ou (d) du

résumé précédent.

Démonstration.
Par ce qui a été fait auparavant, il nous reste seulement a vérifier si les solutions du résulmé sont

de bonnes solutions. Or, on peut vérifier facilement que celles-ci sont de bonnes solutions. U

Corollaire 3.1. Les solutions de 1’équation ah? +bh+c =0 avec h € T et a, b, c € R sont les
suivantes

1) si A >0, (ZE/2,0,0,0) et (5£,0,0, 2 ;

2) si A <0, (2;,0,ir 0) € Cet (32, %5£2,0,0) € C';

3) si A=0, (520,0,0);

ol A := b> — 4ac et "+" doit étre pris dans le sens "+ et -".

Démonstration.

Direct du théoreme précédent. O
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Fonctions trigonométriques

Ce chapitre est voué a 'exploration des propriétés de diverses fonctions trigonométriques pour

les tétranombres.
La premiere étape sera de trouver une fonction exponentielle pour les tétranombres. On a déja
pour les nombres complexes, ’exponentielle suivant : e* = e*¥ = ¢%(cosy + isiny).
Intuitivement, il serait naturel de prendre une définition utilisant un x et un y éléments des

nombres complexes. Ceci nous amene a la forme intuitive suivante :
e = w™¥9) = "W (cos(z +iq) + sin(z +iq)) = " cos(z + ig) + ie” ¥ sin(z + ig).

Evidemment, on veut que I’exponentielle soit a valeur dans les tétranombres, ce qui nous amene

a poser la définition formelle suivante :

Définition 4.1. Soit w = (x,y, zq) € T. Alors

e’ = (?Re [e”iy cos(z + iq)} , Sm [e”iy cos(z + iq)} :

Re {e”iy sin(z + iq)} , Sm {e”iy sin(z + iq)D .

Pour étre certain de la 1égitimité de cette définition, il faut au moins montrer que ’exponentielle

complexe est conservée.

Propriété 4.1. Soit w = (,0,y,0) € C. Alors

e’ = (e"cos(y),0,€e"siny, 0) i.e. e” (cosy +isiny).
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Démonstration.

On a que

o — o(@.0.9,0) = (Re [e" cosy|,Sm [e” cosy], Re [e” siny], Im [e” siny])

= (e cosy,0,esiny,0).

[
Propriété 4.2. Soit w = (z,y,0,0) € C". Alors
e’ = (e cosy, e siny, 0,0)
i.e. €¥ = e*(cosy +1siny).
Démonstration.
On a que
e = @900 — (%e { oty cos(O)} Sm [6“"“9 cos O} , Re [e“iy sin O} ,Sm [e“iy sin OD
= (%e {6‘”“?’} ,Sm { "H‘y} 0, 0)
= (e” cosy, e”siny, 0,0).
[

Il est maintenant plus facile de généraliser le sinus et le cosinus en ayant déja ’exponentielle

de définie.

Définition 4.2. Soit w = (z,y, z,q) € T. Alors

6iw + 6—iw ) 6iw _ 6—iw sin(w) 6iw _ 6—iw
cos(w) 1= ————, sin(w) := o et tg(w) := cos(w) = (e + et

Remarque 4. On peut démontrer facilement que : cos(a+bi), sin(a+0bi), cos(a+0bi’) et sin(a+bi’)

restent consistants avec la définition 4.2. A

Il est évidemment ardu de travailler avec la définition actuelle de I’exponentielle. Il serait

intéressant d’en avoir une définition plus explicite.
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Rappel : Pour a,b € R, on a les formules suivantes :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
sin(a 4+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b),
ch(a + b) = ch(a)ch(b) 4 sh(a)sh(b),
sin(a + b) = ch(a)sh(b) + sh(a)ch(b),
cos(a + bi) = cos(a)ch(b) — isin(a)sh(b)

et sin(a + bi) = sin(a)ch(b) + icos(a)sh(b).

a

a

Proposition 4.3. Soit w = (a,b,¢,d) € T. alors

e’ = e (cos(b) cos(c)ch(d) + sin(b) sin(c)sh(d), — cos(b) sin(c)sh(d) + sin(b) cos(c)ch(d),
cos(b) sin(c)ch(d) — sin(b) cos(c)sh(d), cos(b) cos(c)sh(d) + sin(b) sin(c)ch(d)) .

Démonstration.

Soit w = (a,b,¢,d) € T. On a
v = e(a,b,c,d)

= (%e [e‘”ib cos(c + di)} , Sm {e‘”bi cos(c + di)} , Re [e‘”bi sin(c + di)} , Sm [e“*bi sin(c + di)D .

Posons U = e cos(c + di) et V = e*™tisin(c + di). On a donc :

U = e (cos(b) +isin(b)) [cos(c)ch(d) — isin(c)sh(d)] et
V = e (cos(b) + isin(b)) [sin(c)ch(d) + icos(c)sh(d)].

Ce qui implique que :

U = e (cos(b) cos(c)ch(d) — icos(b) sin(c)sh(d) + isin(b) cos(c)ch(d) + sin(b) sin(c)sh(d))

et
V' = e (cos(b) sin(c)ch(d) + icos(b) cos(c)sh(d) + isin(b) sin(c)ch(d) — sin(b) cos(c)sh(d)) .
Or,
Re (U) = e (cos(b) cos(c)ch(d) + sin(b) sin(c)sh(d)),
Sm (U) = e (sin(b) cos(c)ch(d) — cos(b) sin(c)sh(d)) ,
Re (V') = e (cos(b) sin(c)ch(d) — sin(b) cos(c)sh(d)) et
Sm (V) = e (cos(b) cos(c)sh(d) + sin(b) sin(c)ch(d))
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Mais, comme e = (e (U), Sm (U), Re (V'), Sm (V)), on a donc que :

e® = e (cos(b) cos(c)ch(d) + sin(b) sin(c)sh(d), sin(b) cos(c)ch(d) — cos(b) sin(c)sh(d),
cos(b) sin(c)ch(d) — sin(b) cos(c)sh(d), cos(b) cos(c)sh(d) + sin(b) sin(c)ch(d)) .

O

A partir de la définition établie de l’exponentielle généralisée, il est possible de démontrer la
propriété fondamentale suivante : e2# = e%e’.

Cependant, la preuve nécessaire pour établir cette propriété est longue et fastidieuse. Il est
toutefois possible de faire cette méme preuve d’une fagon beaucoup plus rapide. Pour cela, il sera
utile d’utiliser la notation qui représente les tétranombres comme complexification des nombres
complexes.

Voici, donc, une définition plus intuitive de I'exponentielle.

Définition 4.3. Soit (a, b, c,d) € T. Alors,

elabed) — o(atbt)Hetd)i _ oatbi” (cog(c 4 dif) + isin(c + di)) .

En identifiant (a, b, c,d) "=" 2, + 2i, on peut écrire e*1 7221 = %1 (cos(z;) + isin(zy)).

Cette définition semble beaucoup plus naturelle que la précédente. Bien siir, pour rester consis-

tant, il nous faut montrer que les deux définitions sont équivalentes.

Proposition 4.4. La définition 4.1 est équivalente a la définition 4.3. Autrement dit,
et (cos(c + di’) + isin(c + di'))
est égale a

e (cos(b) cos(c)ch(d) + sin(b) sin(c)sh(d), — cos(b) sin(c)sh(d) + sin(b) cos(c)ch(d),
cos(b) sin(c)ch(d) — sin(b) cos(c)sh(d), cos(b) cos(c)sh(d) + sin(b) sin(c)ch(d))

Y(a,b,c,d) € T.

Démonstration.
On a que e [cos(c + di') + isin(c + di')]
= e (cos(b) + i'sin(b)) (cos(c)ch(d) — i’ sin(c)sh(d) + i(sin(c)ch(d) + i’ cos(c)sh(d)))
= e (cos(b) cos(c)ch(d) — i’ cos(b) sin(c)sh(d) + i sin(b) cos(c)ch(d) + sin(b) sin(c)sh(d)
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+i(cos(b) sin(c)ch(d) + 1’ cos(b) cos(c)sh(d) + i’ sin(b) sin(c)ch(d) — sin(b) cos(c)sh(d)))

e [cos(b) cos(c)ch(d) + sin(b) sin(c)sh(d) + (sin(b) cos(c)ch(d) — cos(b) sin(c)sh(d))i’

+(cos(b) sin(c)ch(d) — sin(b) cos(c)sh(d))i + (cos(b) cos(c)sh(d) + sin(b) sin(c)ch(d)

= ¢ [cos(b) cos(c)ch(d) + sin(b) sin(c)sh(d), sin(b) cos(c)ch
cos(b) sin(c)ch(d) — sin(b) cos(c)sh(d), cos(b) cos(c)s

)i
)il
(d) — cos(b) sin(c)sh(d),
h(d) +Sln( )sin(c)ch(d)].

L’avantage de cette nouvelle définition, c’est de pourvoir démontrer le prochain théoreme de
facon beaucoup plus conceptuelle qu’avec la premiere définition.

Rappel : Pour z; et 2z € C ou C’, on a que

cos(z1 + 2z2) = cos(z1) cos(z2) — sin(z;) sin(zz)

et sin(z; + 2z9) = cos(z1) sin(zy) + sin(z;) cos(zy).

Théoréme 4.1. Vo, 3 € T, nous avons que et? = e%el.

Démonstration.
Soit a = (a, b, c,d) et B = (e, f,g,h). Alors
el — platbi’)+(ctdi)i (e+fi")+(g+hi)i
= M (cos(c + dif) + isin(c + di')) eV (cos(g + fi') + isin(g + hi’))
= ela O+ ONT [eos(c + di) cos(g + hi') + icos(c + di’) sin(g + hi’) + isin(c + di’) cos(c + di)
—sin(c + di') sin(g + hi')]
= @+ DT [cos(c + dif) cos(g + hi') — sin(c 4 di’) sin(g + hi’) + isin(c + di’) cos(g + hi’)
+ cos(c + di') sin(c + di')] .

O

L’avantage de cette nouvelle définition, c’est de pouvoir démontrer le prochain théoreme de
facon beaucoup plus conceptuelle qu’avec la premiere définition.

Rappel : Pour 21,23 € C ou C’, on a que
cos(z1 + 2z3) = cos(z1) cos(z2) — sin(z1) sin(z2)
et

sin(z; + 2z2) = sin(z1) cos(za) + cos(z1) cos(zz).
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Théoréme 4.2. Vo, 3 € T, nous avons que et? = e%el.

Démonstration.
Soit a = (a,b,c,d) et B = (e, f,g,h). Alors

6(165 _ 6(a—i—bi’) (c+di’)i (e+f1 )+(g+hi’)i

= "™ [cos(c + di') + isin(c + di')] e [cos(g + hi') + isin(g + hi')]
et O+OHN [eos(c + dif) cos(g + hi') 4 icos(c + di’) sin(g + hi') + isin(c + di’) cos(g + hi’)
—sin(c + di’) sin(g + hi')]
e+ DT [cos(c + di’) cos(g + hi') — sin(c 4 di') sin(g + hi’) + i (sin(c + di’) cos(g + hi')
+cos(c + di') sin(g + hi'))] .

Or, on a aussi que

eOtB — platebtfietg.dth)

D (cos (e + g) + (d+ D)) +isin (¢ + g) + (d + h)T)]
= el OTN [eos (¢ + di') + (g + hi')) +isin ((c + di’) + (g + hi'))]
— elaF )+ O+NY [cos(c + di) cos(g + hi') — sin(c + di’) sin(g + hi’) + i (sin(c + di’) cos(g + hi')

26

+ cos(c + di') sin(g + hi'))] .

O

Pour la suite de ce chapitre, nous allons explorer d’autres résultats découlant de la définition

de la généralisation de I’exponentielle.

Nous savons déja que w=! = —% lorsque l'inverse de w existe. Pour un w = (a, b, ¢, d) inversible,

ceci se traduit par :

1 (a+bl")+i(—c—di) a+ bi’ ) c+di

T (a+ b2+ (c+di)? T (a4 + (c+dif)2 1(a + bi')2 4 (c + di’)?’

De plus, si on pose z; = a + bi’ et z, = ¢+ di’, alors w™! peut s’exprimer ainsi :

w = “l —1i =2
2422 22422

Cette forme est analogue a celle des nombres complexes.

Rappel : Si z € C ou €', alors sin?(z) + cos?(z) = 1, sin(—z) = —sin(z) et cos(—z) = cos(2).

Théoréme 4.3. Soit w = (a,b,c,d) € T. Alors, €” est toujours inversible et (e¥)™! = e™.
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Démonstration.
Soit w = (a + bi') 4 (¢ + di')i, alors e¥ = e [cos(c + di’) + isin(c 4 di’)]. Ainsi,

eV — e—a—bi’ [(_

di’) +isin(—c — di’)]
[cos(—(c + di')) +isin(—(c + di'))]
[cos(c + di') — i'sin(c + di')] .

_ e—a—bi’ .
_ 6—a—bi’
Or, (e¥)™! = (e”bi/ [cos(c + di’) + isin(c + di’)])_l.

a+bi’

Afin de distribuer l'inverse sur e et cos(c + di’) + isin(c + di’), nous avons déja vu qu’il

suffit de montrer que les expressions e®™" et cos(c + di’) + isin(c + di’) soient toutes les deux

s/ . . . . .
@+’ egt trivialement inversible. Pour pouvoir montrer que M = cos(c -+

inversibles. Evidemment, e
di') + isin(c + di’') est toujours inversible, il suffit de montrer que M - M # 0. Or, M - M =

cos?(c + di’) + sin*(c + di’) = 1. De plus,

()t = (™) [cos(c + di') + isin(c + di')] '
cos(c + di’) . sin(c + di’)

cos?(c + di') + sin®(c + di’) 1cos2(c + di") + sin?(c + di’)
= e~ @) [cos(c + di’) — isin(c + di')] .

—(a+bi")

=€

O
Proposition 4.5. Soit wy, wy € T. Alors
w1
€ _ LW1—w2
"z
i.e. e¥l . (e¥?2)Tl = ewimwz,
Démonstration.
Premierement, du théoréme précédent, on note que e” set toujours inversible Vw € T. De plus,
et
— 6w1(6w2)_1 — ewl—i-(—wg) — ewl—wQ.
ewz2
O

Proposition 4.6. Soit n € Z et w € T. Alors ™ = (e")".

Démonstration.

Sin=0,onaquee®” =¢e =1=(ev)°.
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Sin > 0, on vérifie par induction sur n. Pour n = 1, e = €. Supposons le résultat vrai pour

n—1,ie eV = (¢)"~1 Alors

i.e. e™e ™ = (e*)"(e¥)"!. Donc, ™ = (e¥)".

Sin < 0, on pose n = —p avec p > 0 et on vérifie par induction sur p que e=P* = (*)~P Vp.
Pour p =1, e™ = (e*)~!. Supposons que le résultat soit vrai pour n — 1, i.e. e(TPTVW = (ew)=P+L,
Alors

6—pw+w — (ew)—pew

i.e. e PWe? = (¢¥)Pe¥. Donc, e P¥ = (&), ([

Proposition 4.7. Soit w € T, alors cos?(w) + sin?(w) = 1.

Démonstration.

On a que

cos®(w) + sin®(w)

<7€iw 26410)2 + (fracei“’ — e_i“’2i)2

e?iw + 2 + e—Ziw e?iw -9 + e—Ziw _
4 4 o

O
Proposition 4.8. Soit w € T, alors sin(—w) = — sin(w).
Démonstration.
On a que
i(—w) _ —i(—w) —iw __ iw iw _ —iw
_ e e e e e e :
sin(—w) = 5 = 51 = — (T) = —sin(w).

O

Proposition 4.9. Soit w € T, alors cos(—w) = cos(w).
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Démonstration.
On a que
( ) ei(—w) 4 e—i(—w) e iw 4 elw elw 4 e iw ( )
cos(—w) = = = = cos(w).
2 2 2
O
Proposition 4.10. Soit w € T, alors tg(—w) = —tg(w).
Démonstration.
On a que tg(—w) = 5222(_1;‘;) = _Czlsr(lfuu)’) = —tg(w). O
Proposition 4.11. Soit w € T, alors e = cos(w) + isin(w) et e™* = cos(w) — isin(w).
Démonstration.
On remarque que
e — e = 2isin(w), (1)
e + e = 2 cos(w). (2)

Par addition de (1) et (2), on obtient que 2e™ = 2 cos(w) + 2i sin(w) et donc €' = cos(w) +isin(w).
Par soustraction de (1) et (2), on obtient que 2e ™ = 2 cos(w) + 2isin(w) et donc e™™* = cos(w) —

isin(w). O

Proposition 4.12. soit wy,ws € T, alors sin(w; + ws) = sin(wy ) cos(ws) + cos(wy ) sin(wy).

Démonstration.
On a que
ellwitwz) _ o—i(witws
2i
— e lwie—
2i
[cos(wy) + isin(wy)] [cos(ws) + isin(ws)] — [cos(wy) — isin(ws)] [cos(wy) — isin(ws)]

sin(wy + wsq) =

iwg Hiw iw
W1 plw2 2

- 2i

= sin(wy ) cos(wsy) + cos(wy ) sin(wy).
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Proposition 4.13. Soit wy, wy € T, alors cos(w; + ws) = cos(wy) cos(ws) — sin(wy ) sin(wy).

Démonstration.

On a que

ei(w1+w2) + e—i(w1+w2
2
eiwl 6iw2 + e—iwle—iwg
2i
[cos(wy) + isin(wq)] [cos(ws) + isin(ws)] + [cos(wq) — isin(ws)] [cos(ws) — isin(w,)]

cos(wy + wq) =

2i

= cos(wy) cos(wy) — sin(w) sin(ws).
U

Beaucoup d’autres propriétés auraient pu étre démontrées. Mais nous allons voir un peu plus
loin qu’avec une approche analytique des tétranombres, la plupart des identités trigonométriques
seront valides. Evidemment, les identités utilisant la division seront considérées comme patholo-

giques a causes des éléments non-inversibles.



CHAPITRE

Coordonnées hyper-polaires

Dans ce chapitre, on explore la possibilité des coordonnées polaires pour le cas des tétranombres.
On y verra aussi certaines conséquences.

Avec la venue de I'exponentielle, il est naturel de se demander si quelque chose d’analogue aux
coordonnées polaires existe pour les tétranombres.

Pour répondre a cette question, il est nécessaire de vérifier si il existe une trigonométrie pour
les nombres complexes qui serait analogue a celle des nombres réels.

Rappel :
Soit le triangle de la figure 5.1

Onar = a?+b2. Alors, cos(u) = 2, sin(u) = & et arctan (g) = p. Aussi, r-cos(arctan(b/a)) =
a et r-sin(arctan(b/a)) = b, si a # 0.

De plus, a 'aide de convention de signes, nous pouvons aussi traiter les cas ou a < 0 ou b < 0.

Pour les nombres complexes, il est aussi possibles de démontrer des résultats analogues. Pour

cela, il faut d’abord préciser une notion de norme complexe pour les tétranombres.

a

FIGURE 5.1 — Un triangle de cathetes a et b et d'un hypoténuse r
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Définition 5.1. On appelle la norme complexe d'un tétranombre, la fonction suivante : || || :
T — C,

w = (a+bi') + (¢ + dil)i < \/(a + )2 + (¢ + dif)? = V.

Remarque 5. Ce n’est pas une vraie norme. A

Evidemment, nous devons ici préciser ce que représente la racine carrée. Théoriquement, c’est
une fonction multiforme. Or, ici nous voulons que la norme complexe soit définie comme une
fonction uniforme.

Rappel :

(a+ pi)2 =+ (\/—a_’_w—ki.sign(ﬂ)\/_a—i_\/zm) .

Dans notre cas, pour obtenir une fonction uniforme, nous allons utiliser celle-ci :

JarBim VIR gy 2ot VR

Remarque 6. Cette définition est 1égitime, car si on pose w = a + bi € C, alors
lwll = [I(a + 0%') + (b + 01)i]| = Va2 + 2.

Donc, |a + bi| = ||a + bi||. Par contre, |a + bi’| # ||a + bi'||. A

Lemme 5.1. Soit a +biet c+di € C. Si a+ bi # 0 et si a, b, ¢ et d ne sont pas des deux

formes suivantes :
l.a=det b= —c;
2. a=—-detb=c.

Alors,
c+di
a+bi)? = |(a+1)+ (c+di)?| - cos® [ arctan ~ ] ]. *
(a+0i) = [(a+1) + (c + di)?] i (+)
Démonstration.
Avant tout, il faut montrer que I'expression a un sens. Comme a + bi # 0, alors Zig: a un sens.
Aussi, arctan(z) = % log Gf—:j) + km ou k € Z; dong, si on pose z = Ziz:, Iexpression suivante :

1+iz 1Hi(Z8) atbi—(d—ic) a—d+ib+c)

1—iz 1_i(%§) Ca+bit+(d—ic a+d+i(b—-c)
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a un sens si a, b, ¢ et d ne satisfont pas les équations suivantes : a = —d et b = c.
1+iz : s 14z .
De plus, le log (l—iz) a un sens si, et seulement si, ;5= # 0; d.e. lorsque a, b, ¢ et d ne sont pas

de la forme suivantes : a = d et b = —c. Donc, arctan(z) a un sens si, et seulement si, a, b, c et d

ne sont pas des deux formes suivantes :
l.a=—-detb=c;
2. a=det b= —c.

Par conséquent, les hypotheses du leme nous assurent de la cohérence de I'expression (x).

Démontrons maintenant le résultat. On pose u = a + bi, v =d — ci et

P = arctan (C_l_dT) = llog (U_U> + k.
+ v

a+ bi 2i U
Alors,
2iP —92ip u—v | utv
9 e +e + 2 Py + — + 2
cos”(P) = = .
(P) 1 4
Or,
u—v 1 2v
uU—+v N U+ v
et
u—+v 2v
=1+ .
U —v U —v
Donc,

u—v utv L1 —=—
u—-i-v—i_m—i_z o 4+2v (u—v u-i-v) 4+2U((u_v)(u+v))
1 1 4
4_'_ 4’02 2 d— i)2
e Y g ( ) :
4 u2 — 12 (a+ bi)2 + (c+ di)?
(c+ di)?

(a+bi)2 + (c+ di)?

en utilisant le fait que —(d — ci)? = (¢ + di)?. Ainsi,

c+di
a + bi

{(a +bi)% + (c+ di)ﬂ - cos? <arctan < )) = (a+bi)® + (c+di)* — (c + di)?

= (a + bi)*.
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Lemme 5.2. Soit a+biet c+di € C. Si a+0bi# 0 et a,b, c et d ne sont pas des deux formes

suivantes
l.a=det b= —c;
2.a=—detb=c.
Alors

(c+di)* = [(a+bi) + (c + di)’] - sin® <arctan (Z:ii)) (%)

Démonstration.
L’expression (k%) a un sens, la preuve est la méme que pour le lemme 5.1.

On pose u =a+bi, v =d —ci et

di 1 —
P = arctan <C+ 1) = —log (u v) + k.
—+v

a+ bi 2i U
Alors,
n(P) - —(eBP +Z—2iP ~2)
9 _ 2P _ 2P
- 1
2— 00
- 1
Or,
u—v 2v
utv Y +v
et
utv ) 2v
uU—v uU—v
Donc,
o oo
4 4
2 | — o)
- 4
B 2v (u2_322) B u—;ivvi
B 4 4
02
w2 — 12
B —(d — ci)?
(a4 bi)2 — (c+ di)?
(c+ di)?

(@ + bi)? + (c+ di)*
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Ainsi,

[(a +bi)* + (c+ di)z} - sin? (arctan (C i di)) :

a + bi

Corollaire 5.1. Soit w = (a + bi') + (¢ +di')i € T. Si a + bi’ # 0 et si w est inversible, alors

N2 .\ 2 o\ 2 2 ¢ +dif
(a+bi') —{(a+bl) +(c+d1)}-cos <arctan<a+bi/>>.

Démonstration.
La preuve découle directement du lemme 5.1. Evidemment, toutes les fonctions comme sin, cos,

arctan, |/, etc. doivent étre utilisées dans le sens de C'. [

De méme

Corollaire 5.2. Soit w = (a +bi') + (¢ + di')i € T. Si a + bi’ # 0 et si w est inversible, alors

N2 <1\2 2] 2 c+di
(c+di) —[(a—l—bl) —I—(c—l—dl)] sin (arctan<a+bi/>>.

Démonstration.

La preuve découle directement du lemme 5.2. O]

Voici maintenant le théoreme de la mise en coordonnées hyper-polaires.

Théoréme 5.1. Tout tétranombres w = (a + bi’) + (c + di’)i qui est inversible et tel que

(a + bi") # 0 peut étre exprimé de la fagon suivante :
w = (a+bi') + (c+ di')i = (1 + roi’) - G162
i.e. w=re’ our O e C'. Deplus
1+ 1ol = [|(a 4 i’ + (¢ + di)i|

et

01 + 6,i' = arctan C+df = €+k7r+2L7r +1n ﬁ i
a -+ bi’ 2 r
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a—d+i’(b+c)
a+d+i’ (b—c)

est choisi entre 0 et 1 tel que ||w| cos(0; + O21') = a + bi’, i.e. avec le bon signe.
g

\ . V4 . 3! \
ou L € Z; avec r et 6 venant de la mise en coordonnées polaires de =rel? et ou k

Démonstration.

On sait que

AV /\2 /\2 2 C_'_di/
(a+ bi') —{(a+b1) +(c+d1)}-cos (arctan<a+bi/>>.

Ceci implique que

o +\2 SN2 ¢+ di’
a + bi j:\/(a +bi')2 4 (¢ + di’)? - cos (arctan (a ) ]

De plus,

N2 \2 /N2 2 C_l_di/
(c+di) —[(CL—I-bl) —I—(c—l—dl)}-sm <arctan<a+bi,>>.

Donc, on aura aussi que

s/
c+di = :I:\/(a +0i')? + (c+di’)? - sin (arctan <Z:Zi/)> :

Nous ne pouvons pour le moment savoir lequel du + ou du — apparaitra, car la fonction racine
carrée est multiforme et le fait de distribuer celle-ci peut engendrer un changement de signe.

La norme complexe définie antérieurement n’est en fait qu’'un des deux signes de

V(@+bi)2 + (e + dif)2.

Nous pouvons donc écrire :

di’
a+ bi’ = £||wl| cos | arctan et :
a + bi’

et

di’
¢+ di’ = +||w]| sin | arctan et l :
a + bi’

Mais cela ne nous sort pas de I'impasse du signe. La solution a I'impasse nous est livrée grace a

une forme de convention de signe. Soit

0—d)1i(be) _
(a+d)+i'(b—c) '

Alors

) = g los(re” + mm)

<c +di ) 1
arctan

= — (In(r) +i'(0 + 2nm))

2
= (—% ln(r)) i+ (g + k’ﬂ')
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oun,m,k € Z. Il y a donc plusieurs angles possibles selon k.

Soit maintenant
0 + 6,1’ = <g + lm) + (—% ln(r)) i = (0] + km) + (05)1

avec k € 7Z, alors

o= Oh (O +hm)i’ 0, — (0] +hm)i
2

e—0h 0L kil 4 0 (01—’
2

cos (6] + km) + 651') =

Si k est pair, alors

e=0h et 4 ot o011
2

cos ((0] + km) + 651") =

et si k est impair, alors

—0 04 0 0
cos((<9£+k7r)+«9§i’):—<e ¢ tere } )

2

I1 suffit donc de choisir 'angle 6, + 051" (i.e. k), de fagon a ce que
Vertw|| cos(6; + 62i') = a + bi’ (%)

(i.e. avec le bon signe).

Mais il reste encore le probleme de savoir si le choix de I'angle fait aussi en sorte que :
|lw]| sin(0; + Ooi') = ¢ + di’

(i.e. avec le bon signe).
Supposons le contraire. Soit 6; 4651 tel que (x) soit satisfait et que ||w|| sin(é)+6qi") = —c—di’ #
0. Ceci implique que
—(c+di') ||w| sin(6; + O-i")

= = tan(6; + 051’
at bl |lw| cos(fr + Oo1) an(0 + o),

i.e.

—(c+di’) c+di c+di
—— = = tan | arctan - = —.
a + bl a + bt a + bt/

On obtient donc que —1 = 1, ce qui est une contradiction.

Donc, notre choix d’angle est parfaitement consistant.

Aussi, une fois 61 + 61’ choisi (i.e. k fixé), tout autre angle de la forme (6; + 2Lw) + 651" avec
(a—d)+i’ (b+c)

_ i'0 ) .
(atd) i (—c) — "¢ ", nous avons I’ensemble solution

L € Z est équivalent. Et donc, pour un 6 tel que

suivant :

0, +i0y = <g + km + 2L7r> +i'ln <ﬁ>

r
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avec L € Z. On voit aussi que le # aurait pu étre choisi comme 6 + 2k7, mais cette possibilité est
déja inclue dans I’énoncé précédent.
Le reste de la preuve du théoreme est trivial, car un fois que 'on a déterminé rq, rq, 61 et 65,

on obtient que

|w|| cos(fy + O21') = a + bi’ et |Jw]| sin(By + 62i") = ¢ + di’.

Donc
[wl[e? 0210t = || (cos(6 4 Ba1") + isin(f; + Oai'))
= ||wl| cos(fy + O21") + i||w]| sin(h; + Bai)
= (a+ bi') + (c+ di)i.
U
Dans le cas ou w est non-inversible, on a que ||w|| = 0. Ainsi, la mise en coordonnée hyper-

polaire de celui-ci est impossible, & I'exception de (0,0,0,0) = (0 + 0i')e@ 0211,

Il nous reste cependant a traiter le cas o a + bi’ = 0 avec ¢ + di’ # 0.

Théoréme 5.2. Tout tétranombre w = (a + bi’) + (¢ + di’)i qui est tel que a + bi’ = 0 et

¢+ di’ # 0, peut étre exprimé de la fagon suivante :
w = (c+di')i = (r + ry)elrt0i)i

olt 71 + moi’ = |[(c + di')i|| et 01 + 021" = § + km 4 2L7w ou L € Z; avec k choisi tel que

||w]| sin(f; + Oi") = ¢ + di’, i.e. avec le bon signe.

Démonstration.

D’un coté,
cos(by + 0i) = cos (g + kw)

o (5+km) i oV (5+km)

2
ei’%ei’kﬂr 4 e—i’%e—i’lwr
2
ilei’kﬂr o i/e—i’lwr
= 0.
2
EEN 7 oy 7 . . 3/ -
La derniere égalité vient du fait que e'*™ = e+,

D’un autre coté,

||w]| sin <g + k‘ﬂ') =4/(c+ di")?sin (g + k‘ﬂ')

= +(c+di’)sin (g + lm) :
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Or, sin (g + kw) = +1, selon k. C’est-a-dire,

. oA (B+km) _ i(5+hm)
sin (— + /{:7?) = :
2 2i

ol S ik _ '3

qui est égal a 1 si k est pair et —1 si k est impair.

On choisi le k de fagon a ce que ¢+ di’ = ||w]| sin (g + lm). Ce qui implique que
w = (c+ di')i = |Jw]| cos(b + O21") + i||w]|| sin(f; + Oa').
En résumé,
ry+ i = |[(c+di)i|| = c+di’ ou — ¢ — di
et
01 + 021 = g+k7r

i.e. avec Oy = 0. De plus, une fois le bon k choisi, il est évident que ¢ = 6, +2L7 avec L € Z donne

le méme résultat. U

Remarque 7. Les deux théoremes précédents nous indiquent que tous les tétranombres peuvent

étre écrits en coordonnées hyper-polaires. A
ey 9 Y] 8ONG . i
Proposition 5.1. Soit w; = [Jw; [|e@ %2 et wy = |Jws|le®+1t avec w; et w, inversibles.
Alors

Wy wy = ”le ||w2||€((91+93)+(92+94)i’)i.

Démonstration.

On voit directement que

WiWe = ||w1H€(91+02i’)i||w2H€(63+04i’)i

_ ||w1 H |w2H€(91+€2i’)i€(93+€4i’)i _ ||w1 H sz||e((91+€3)+(€2+€4)i’)i
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Théoréme 5.3. Soit w; et wy € T et inversibles. Sachant que 'on peut écrire w; = [Jw [|e@ 021
et wy = ||wy|e® )i alors on a que w; = wy (i.e. ||wy]|e@1F%2 = ||wy||e@041) i, et seule-
ment si,
L. ||wy|| = |Jwe|| avec Oy = 04 et ) = 05 4+ 2kmw ou k € Z ou;
2. Jwy| = —||we|| avec O = 0, et 61 = 63+ w(2k + 1) ou k € Z.
Démonstration.
Si ||w|| = |Jwa|| avec Oy = 4 et §; = O3-+2km ot k € Z, alors en utilisant le fait que e((?s+2km)+0ai)1 —
e300 I € 7, on obtient que |Jwy ||e@ 02101 = ||y @304,
D’autre part, si [|w;|| = —||ws|| avec Oy = O, et 61 = O3+7(2k+1) = O3+ 7+ 2kmw ou k € Z, alors
en utilisant le fait que e((Gs+m+2km+0a01 — (0404101 o1 ohtient que ||wy [|e@ 0201 = ||wy|efs 0401,
De plus, si ||w:]|e?1%2F = |jw,]|e@ 04 alors

lwy|| cos(0y + 21") = ||ws|| cos(Os + 0,41") et ||wi||sin(O; + Oa1") = ||ws]| sin(O5 + 6,1).

Donc,
lwi|[* (cos® (01 + 0a') + sin (01 + 0i') ) = [|wa|* (cos® (6 + 04i') + sin® (65 + Oui') )
i.e. ||wi||* = ||wz||®. On obtient ainsi les deux possibles suivants : ||wi|| = ||ws| ou ||w;|| = —[Jwa]].
Si [lwi = [[wol], alors

a) cos(f + 61') = cos(03 + 041') et
b) sin(@l + egi/) = sin(93 + 94i/).
La proposition a) implique que

_ H _ H _ = 0.3
e 926911 +6926 01i e 946631 —|—6646 03i

2 a 2

C’est-a-dire que

% cos(6y) 4+ i'e " sin(hy) + e % cos(f;) — Ve sin(6;) = % cos(63) + i'e™ sin(fs) + e =% cos(6s)

—i'e% sin(fs).

On obtient ainsi
al) cos(f;) [692 + 6_92} = cos(63) [694 + 6_94} et;
a2) sin(6;) [692 — 6‘92] = sin(f3) [694 — 6_94]
De son c¢dté, la proposition b) implique que

6—92 6011 6926—91i’ 6—94 6031 6946—93i’

21 21
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C’est-a-dire que

—e% cos(6;) 4 i sin(y) + e "2 cos(hy) +i'e % sin(6;) = — €% cos(63) + 1€ sin(63) 4+ e~ cos(fs)

+i'e7% sin(6s).

On obtient ainsi
bl) cos(6;) [692 - 6_0} = cos(63) [694 - 6_0} et;
b2) sin(6;) [602 + 6_92] = sin(6s3) [604 + 6_94}.
De a2) et b2), on obtient que sin(6)) [2e%] = sin(fs) [2¢%], i.e. sin(6) ¢ | = sin(6s) |e*].
De al) et b1), on obtient que cos(f) [2¢%| = cos(6s) [2¢%], i.e. cos(6) [e®?] = cos(6s) |e™].

Ceci implique que
(e72)? (0052(91) + sin2(6’1)} = (e%)? (0052(93) + sin2(93)) .

Donc, 6, = 03 + k.

Dans le cas ou cos(61) # 0 et cos(f3) # 0, alors on peut conclure de al) et b2) que tg(d;) =
tg(f3). Ainsi, 0 = 05 + k.

Dans le cas ou cos(fy) = 0 (par al), cos(,) = 0 si, et seulement si, cos(f3) = 0), on obtient
que 0y = 5 +nw et 03 = § + mm avec n,m € Z. Ainsi, ) = 03 + Lm avec L € Z. De plus, le
cas ou 01 = 03 + w(2L + 1) contredit I'hypothese. donc, 0, = 03 + 2L avec L € Z. Finalement, le
cas |lw]| = —||lwz]| se fait de fagon analogue et implique que 6y = 6, et 6; = 03 + w(2L + 1) avec
LeZ. U

Remarque 8. Le théoreme 5.3 aurait pu étre traité de facon plus générale en considérant les
conditions pour que Pel?1102101 — Qe(021+04i)i T 6 régultat en reste le méme, si on considére P et )

inversibles et éléments des complexes primes. A
De cette remarque et de la proposition 5.1, nous pouvons dire que

(61+03)+(02+04)1' )i 054061 )i

Wi1ws = Hw1||||w2’|€( = ||w1w2“€(
si et seulement si
|wiws|| = [Jw]|||we|| avec O = Oy + 04 et 05 = (01 + 05) + 2kw ou k € Z

ou

|wiws|| = —Jw]|||ws|| avec O = Oy + b4 et 05 = (01 + 05) + w(2k + 1) ou k € Z.



CHAPITRE

Le logarithme

Dans ce chapitre, on verra comment étendre le logarithme pour I’ensemble des tétranombres.
Aussi, on y discutera de ses conséquences possibles.

Apres avoir défini I'exponentielle, il est logique de se demander si une généralisation du loga-
rithme népérien est possible. A la lumiére des théorémes précédents, il semble possible de trouver
une fonction (multiforme) inverse de la fonction exponentielle. Nous allons voir pourquoi.

On cherche ¢ = logw comme étant une solution de 1’équation e? = w. Soit ¢ = z3 + 241 ou
zz=e+ fi' et 24 = g+ hi’.

Comme w = e? (donc inversible), on peut écrire w = ||w]| - e®+%1)1 Donc
eq — e2:3624i — ||w|| . 6(91+92i/)i (*>
Or, par le théoréme 5.3 et sa remarque en page 44, on a 1’égalité (x) si, et seulement si,
1. |Jw|| = e* avec h = 60y et g = 0; + 2kw ou k € Z ou;
2. ||w|]] = —e® avec h =0y et g =6, + (2k + 1)m ou k € Z.
Donc,
q =logw = log ||w|| + 1[(01 + 2k7) + Oa1']
ou
q = log(—|lwl]) +i[(01 4+ (2k + 1)m) 4 65i']
avec k € Z.

Explicitement, pour w = (a, b, ¢,d) = 21 + 2»i,

lw|| = V21 + 22 (algébriquement positive)

91=g+L7ret6’2:ln<ﬁ)

r
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ol % — ref avec le « L » choisi correctement entre 0 et 1 afin d’avoir le bon signe (voir
théoreme 5.1.

On constate aussi que chacune des solutions possibles s’averent étre de vraies solutions. Ainsi,

on a caractérisé toutes les solutions possibles « g », telles que e? = w.

Remarque 9. 1. On peut maintenant définir w? ott w,q € T comme w? = €41°8%, A noter ici
qu’il faudrait prendre la détermination principale de log(w), qui pourrait étre la détermina-

tion principale de log ||w|| et —7 < 60; < 7.

2. Ainsi, a® = €8 pour ¢ > 0. On peut donc généraliser la fonction zéta de Riemann aux

tétranombres.
3. En particulier, les solutions du log complexe sont élargies par les tétranombres.

4. Plus généralement, toute la théorie en ce qui a trait aux coordonnés polaires, la caractérisation
des inverses, I’exponentielle, le logarithme, etc., généralise directement la théorie faite pour
les nombres complexes. elle donne aussi une théorie analogue pour les nombres hyperboliques.
Comme quoi, ces deux structures ne sont pas si loin I'une de l'autre (cela sera encore plus
explicite lorsque 'on verra les théoremes d’analyse). Pour le moment, je voudrais seulement

expliciter I'exponentielle pour le sous-anneau des nombres hyperboliques :
e = ¢%[cosh(d) + jsinh(d)] (cela se vérifie facilement)
et
Ja-+ djf| = Va? = &

qui est le rayon d’une hyperbole 22 —y? = r? (Pour les nombres complexes, ¢’est le rayon d’un

cercle).
De plus, les éléments non-inversibles sont les deux asymptotes des hyperboles.
Il est a noter que ces résultats sur les nombres hyperboliques ont déja commencés a étre

traités, voir [14]. Mais cela est fait sans le contexte général des tétranombres.

5. Ces relations sont d’autant plus intéressantes qu’il est démontré dans [4] que si 'on veut
généraliser raisonnablement les nombres réels a une algebre de dimension 2, il n’est possible
d’ibtenir que les trois structures suivantes : les nombres complezes, les nombres hyperboliques

ou les nombres duals; ces derniers étant de la forme a + bk avec k? = 0.



CHAPITRE

Les normes

Ce chapitre se verra voué a l’exploration de diverses normes sur les tétranombres ainsi qu’a
certaines de leurs propriétés.

Nous avons défini précédemment une forme de norme a valeur dans C’. Nous avons aussi vu
que si wy et we € T sont inversibles, alors ||wyws| = £|wi||||wz]], le signe étant a déterminer a
chaque fois.

Cependant, la fonction || || est loin d’étre une norme a proprement dite, principalement parce
qu’elle est a valeur dans les complexes prime, Pour pallier a cela, nous pourrions prendre la norme
de ce dit nombre complexe prime, i.e. |||w||| € R ot | |" est la norme dans C'.

Malheureusement, cette nouvelle forme ne nous donne pas encore une vraie norme. Par contre,

quelques propriétés intéressantes en ressortent quand méme, le voici :

Proposition 7.1. Soit wy, wy € T. Si w; et w, sont inversibles, alors |[|w |||’ |||wall]” =

[lJwiwe]l"

Démonstration.

On a déja vu que [Jwiws|| = E[jwi|l[Jwa]], donc [[Jwiws||| = [[Jwi[[[lwsll[" = [[fwal|" [[[wa]]" [
Proposition 7.2. Soit w € T. Si w est inversible, alors |||w||| = |[[w=||"

Démonstration.

Soit w = (a + bi') + (¢ +di')i et inversible. Montrons d’abord que ||w||~! = £[|Jw™!|| (le signe étant



CHAPITRE 7. LES NORMES 48

a déterminer a chaque fois). On a que

ol = (s 2+ et i) =

1
V0a+b1)2 + (c+dir)?

Aussi,
4 a—+ b . ¢+ dif
= —i :
(a+bi")2+ (c+di")?2 (a4 0b)2+ (c+dif)?
Donc,
H —lH (a + bi/)Z (C + di,)Q
w =
[(a+bi)2 + (c+di")2)°  [(a+bi")2 + (c+ dit)?)
1
= c+di’
(a+bi’)2+(c+di’)?
1
==+ crdi
(a+bi")2+(c+di’)?
Ceci implique que |[w™|| = %[jw]|~! et ainsi |[|w™]|| = |[Jw]|] " O

Proposition 7.3. On peut exprimer explicitement

||| = /(a2 — b2 +  — d2)? + 4(ab + cd)?.

Démonstration.

Posons w = (a + bi’) + (¢ + di’)i, ce qui implique que ww = (a + bi’)> + (¢ + di’)?. Ainsi,
lw| = \/(a + bi")? + (c + dir)? = /o + B

\/a +VaT T 2
2

+ i'sign(ﬁ)\/_a i ;2 i 52.

Donc,

llwl]| = 1/y/a2 + 52 = Re2(ww) + IM?(wi)

ou a = R(ww) et f = Sm (ww). Or
(a+ b2+ (c+di)? = (a®> - b+ —d?) = (a®> —b* + & — d*) + 2(ab+ cd)i,

ainsi

||| = /(a2 — b2 + 2 — d2)? + 4(ab + cd)?.
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Proposition 7.4. Voici une liste de propriétés complémentaires et évidentes :

L. ||lw]||' = 0 si, et seulement si, w est non-inversible.

9 _ .. . / _ _ G
2. ||w|]* = ww, ce qui implique que ||w|||" = |ww| = \/ (W) (W).
3. || —wll = [lwll et [[|—wll" = [lwl]|"
4. |[@ll = llwll et @l = llwll"

= =l

5. (17| = [l et [[I| = [l

e s, 7 / / !/ .
Par contre, on a pas la propriété fondamentale que |||wy 4+ ws|||" < |[Jw1 ]| + ||Jwel|| ; il suffit,
pour le voir, de considérer w; et wy non-inversibles avec w; + wq inversible.
Comme nous voulons aborder 'aspect analytique des tétranombres, il nous faut définir une

vraie norme.

Définition 7.1. On appellera norme euclidienne d’un tétranombre la fonction suivante :

|lz: T—R
w= (a+b)+ (c+di")i — Va2 + b2 + 2 + d2.

L’intérét de cette norme ne nous sera révélé qu'un peu plus loin. POur le moment, elle n’a d’inté-

ressant que ses de norme, i.e.

1. Jw|z > 0.

2. lwlp=0 <= w=0.

3. Jwi + walp < |wilg + wa|g.
4. M| = | |lw|g, YA € R.

. ; ; S _
Ce qui est dommage, c’est que 'on a pas la propriété suivante |wiws|, = |wi|g w2l

Proposition 7.5. Soit w; et wy € T avec wy = (a, b, ¢, d) et wsy(e, f, g, h). Alors,

lwiws| p = |wi|p |wa|p <= ad = bc ou eh = fg,
lwiws| p > |wi|g |wa|p <= (ad > be et eh > fg) ou (ad < bc et eh < fg) et

|wiws| 5 < |wi|p |walp <= (ad < bc et eh > fg) ou (ad > bc et eh < fg).
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Démonstration.

On a que

|w1w2|E =

\/(ae+dh—bf—cg)2+(af+be—ch—dg)2+(ag+ce—bh—df)2+(ah+bg+cf+de)2

et

[wn ] [wa] = /(@2 + 02 + 2+ d2)y/ (€2 + f2 + g2 + h2) = /(a2 + b2 + 2 + d2) (2 + f2 + g2 + h2).
De plus, |wyws|, = |wy |, [wsl, si, et seulement si, [wiws|s = (Jwy | [ws )%, ive.

(ae +dh —bf — cg)® + (af + be — ch — dg)* + (ag + ce — bh — df )?
+(ah +bg+cf +de)® — (a®> + 0>+ +d*) (> + f2+ ¢° + h*) = 0. (%)
Or,

(x) = a®e® 4+ aedh — aebf — aecg + dhae + d*h* — dhbf — dhcg — bfae — bfdh + b*f* + bfcg
— cgdh + cgbf + 2g* + a*f* + afbe — afch — afdg + beaf + b*e* — bech — bedg
— chaf — chbe + *h* + chdg — dgaf — dgbe + dgch + d*g* + a*¢* + agce — agbh
— agdf + ceag + ¢*e* — cebh — cedf — bhag — bhce + b*h* + bhdf — dfag — df ce + dfbh
+ d*f? 4+ a®h? + ahbg + ahcf + ahde + bgah + b*g* + bgcf + bfde + cfah + cfbg
+ A% + cfde + deah + debg + decf + d?e* — a*e? — a*f? — a’g® — a*h? — b2e?
PP P — PR — R — P f — PP — dPe — P — dPg% — dPR2.

Apres simplification,

(%) = 4adeh — 4ehbc + 4bcfg — 4adf g
= 4eh(ad — bc) + 4 fg(be — ad)
= 4(ad — be)(eh — fg).

Donc, |wijws|, = |wi|p |wa|p si, et seulement si ad = bc ou eh = fg. Le reste de la preuve se fait

de la méme facon avec < et >. O
Remarque 10. Si w; ou wy € C ou C', alors |wyws|p = |wi| g |w2| 5. A
Soit f une fonction qui va de T vers T. Alors, cette fonction peut étre écrite de la fagon suivante :

f((l’ + yll) + (Z + ql,)l) = ul(x>y> z, Q) + i,’lLQ(ZIT,y, z, Q) + i'ng(Zlf,y, z, Q) +jU4(Zl§','y, z, Q)
= (ug + uai’) + (ug + uqi’)i

avec uj, Us, us, g : R? = R.
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Définition 7.2. Soit f une fonction définie sur un domaine S C T et wy un point d’adhérence

a S. Alors, on dit que la limite de la fonction f lorsque w — wy est L, i.e. li_}rn flw) =1L, si
w—rwo

Ve > 0,30 >0 tel que 0 < |w —wp|p <= |f(w) —L|g <e.

De cette définition découle facilement :
1. Tunicité de la limite;
2. pour f,g : S CT — T, si wli_)ntqu0 f(w) et u}li_)r{luog(w) existent, alors 1}1—%0 f(w) + g(w) =
iy, (o) + Jim g(w).
Aussi, d’autres normes mieux adaptées aux tétranombres sont possibles. Voici les deux autres

qui seront le plus utilisées :

1. Celle généralisant la norme de C : Soit w = z1+201 = (a+bi")+(c+di')i = (a+ci)+(b+di)i’ =

21+ 251, Alors |w| = |24] + | 25| est une norme sur T avec |wyws| < |wy||wi| et |z - w| = |z||w]

si z € C, i.e. généralise celle de C.

2. Celle généralisant la norme de C’' (la plus utile) : Soit w = 21 + 221 = (a + bi’) + (¢ + di')i.

alors, |w|" = |z1]" 4 |22|" est une norme dans T avec |wyws|" < |wq|'|ws| et |z - w| = |z|'|w| si

z € C', i.e. généralise celle de C'.

Remarque 11. a) T muni de 1) et 2) est une algebre de Banach. De plus, les trois normes

présentées sont équivalentes, avec :
wly < fol, Jwly < ol fwl < 2l et o < 2fwl, (= o], < 4w, wl,).

Ainsi, les limites resteront les mémes quelque soit la norme utilisée.

b) Siz e C = |z|, =|2| et si z € C'" = |z]; = |2|'. Ainsi, la norme euclidienne généralise la
norme complexe et complexe prime.

A

Beaucoup de propriétés sur le limites seront valides par le fait qu’avec les trois normes pré-

cédentes les tétranomvres deviennent un espace vectoriel normé et complet. Par contre, d’autres

relatives a la multiplication seront prouvées a l'aide du faut qu’avec 1) et 2), les tétranombres

deviennent une algebre de Banach. Voici en particulier un de ces résultats :

Théoréme 7.1. Soit f et g deux fonctions définies sur S C T vers T. Si lim,_,,, f(w) = A

et lim,, ., g(w) = B, alors

lim (fg)(w) = < lim f(w)) (lim g(w)) :

w—wo w—wo w—0
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Démonstration.

On a que

|f(w)g(w) — AB|" = |f(w)g(w) — f(w)B + f(w)B — AB/
= |f(w)g(w) — f(w)B|' + | f(w) B — AB['
< [f(w)/'lg(w) = BI"+ | B f (w) — A
car c'est une algebre de Banach. Or, |f(w)|" — |A]" < |f(w) — A|". Ainsi, pour un € > 0 donné,

36 > 0 tel que 0 < |w —wp|" < § = |f(w)| < e+ |A]'. Cest-a-dire que |f(w)|" est borné pour

0 < Jw — wp|" < §. Le reste de la preuve se déduit directement. O



CHAPITRE

La notion de fonction T-holomorphe

Dans ce chapitre, nous allons voir comment définir de fagon légitime une notion de différen-
tiabilité pour les tétranombres. Nous y définirons ainsi les concepts de fonction T-différentiable et
T-holomorphe. De plus, nous y généraliserons les équations de Cauchy-Riemann dans le cas des

tétranombres.

Définition 8.1. Soit f une fonction définie sur S C T vers T. On dit que f est continue en

wp € S (ou wy est un point d’accumulation de S) si

lim f(w) = f(wo).

w—rwo

Evidemment, on dit que f est continue si elle est continue en tout point du domaine de défini-

tion. On a aussi une équivalence évidente, 7.e. f est continue si, et seulement si,
lim f(wo + h) — f(wo) = 0.
h—0

Aussi, on dit que f:.S C T — T est bornée si 3L > 0 tel que |f(w)|; < LVYw € S. De plus, grace
aux propriétés précédentes, il est évident que si f et g : S C T — T sont continues en wy, alors
(f+9)(w) = f(w) + g(w) et (fg)(w) = f(w)g(w) sont aussi continues en wy.

Nous sommes maintenant préts a aborder la notion de différentiabilité. Partons du cas de
la variable complexe standard. Soit U un ouvert de R? (de C) et wy € U, alors f(z + yi) =
u(z,y)+v(z,y)ia une dérivée égale a a+bi en wy si, et seulement si, la fonction associée F(z,y) =
(u(x,y),v(x,y)) est différentiable en wy dans le sens des variables réelles, avec comme dérivée une

matrice (qui tient lieu de la transformation linéaire) de la forme suivante

L)
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a —b
Ici, il est important de noter que (b est la matrice représentant a + bi dans le cadre de
a

Ilisomorphie entre les matrices et les nombres complexes. Ce fait est d,uatant plus intéressant que

dans le cadre des tétranombres, on a déja trouvé la matrice représentant a + bi’ + ci + dj, celle-ci

étant :
a —b —c d
b a —-d —c
c —d a —b
d ¢ b «a

Nous pouvons donc penser a une définition de différentiabilité dans le cadre des tétranombres

et ce, sans se soucier des éléments non-inversibles.

Définition 8.2. Soit U un ouvert de R* et w, € U. Alors
f((@+yi) + (2 +qi)i) = w(2,y, 2,9) + ua(2,y, 2, OF + us(z,y, 2, )i+ wa(z,y, 2, 9)j
est dit T-différentiable en wy avec comme dérivée (a + bi’) 4 (¢ + di’)i si la fonction associée
F(z,y,2,q) = (ui(z,y, 2,9), ua(z,y, 2, 9), us(2,y, 2, q), ua(z,y, 2, q))

est différentiable dans le sens des variables réelles en wg, avec comme dérivée la matrice

suivante :
a —b —c d
b a —d —-c
c —d a —b
d ¢ b a

De plus, nous dirons qu’une fonction f : U C T — T est T-différentiable sur U si elle I’est en
tout point de U.
Mais, la définition 8.2 n’est pas suffisante pour bien travailler, ¢’est pourquoi nous devons y

trouver un équivalent se servant plus des tétranombres.

Proposition 8.1. Soit U un ouvert T et wy € U. Alors

f((f]f + yi,) + (Z =+ Qi/>i) = ul(xvyvzaq) =+ U2(377y; Z,Q) =+ U3(377y; Z,Q) + U4($ay72;Q)
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est T-différentiable en wy avec comme dérivée (a + bi’) + (¢ + di’)i si on peut écrire :
flwo +h) = f(wo) + ((a+bi') + (c +1)i) - hR(wo, h)

ou

| R(wg, b G
%ﬁ%% = 0, h = (h1+h2bp)+(h3—|—h41')1.

Démonstration.
Tout d’abord, assumons que f est T-différentiable dans le sens de la définition 8.2. Alors, sa fonction

associée sera F : U C R* —» R* et

a —b —c d
b a —-d —c
D fluwo) = ¢c —d a —b
d ¢ b a

Comme F' est différentiabilité en wq, F' peut s’écrire de la maniére suivante :
F(wy + h) = F(wy) + DF (wo)(h) + R)wg, h)

| B (wo, 1)

ou lim E — (). Posons

h=0 7l g
R (wo, h) = (e1(wo, h), e2(wg, h), e3(wo, h), e4(wo, h)) et h = (hy, ha, h3, hy).
Ainsi, nous obtenons termes a termes :
uy(wo + h) = ui(wg) + (ahy — bha — chs + dhy) + €1(wo, h)
us(wo + h) = us(wo) + (bhy + ahg — dhs — chy) + €2(wo, h)
)

u3(w0 + h) = U3(U}0 + (Chl — dhg + ah3 — bh4) + 63(’(1]0, h) et
U4(’LUQ + h) = u4(w0) -+ (dhl + chy + bhs + ah4) + E4(’LU0, h)

_erlg
De plus, flllir(l] il

=0 pour k = 1,2,3,4. Ceci revient a écrire

fwo+h) = f(wo) + ((a+bi') + (c + di')i)((h1 + hol') + (h3 + hai)i) + R(wo, h)

ou

h
lim M =0 et R(wg, h) = (g1 + &al’) + (g3 + e4i)i.
h—0 |h| g

Ce qui démontre le premier coté de I’équivalence, 'autre coté se fait de fagon équivalente. O
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Proposition 8.2. Soit f définie sur U (ouvert) C T — T et T-différentiable en wy € U. Alors

f est continue en wy.

Démonstration.
Si f est T-différentiable, alors sa fonction associée F' sera différentiable. Or, il est déja établi que
si une fonction qui va de R* — R* est différentiable en un wy, alors elle est aussi continue en ce

wy. Ainsi, il est évident que f sera aussi continue en wy. O

Proposition 8.3. Si la dérivée de f existe, alors elle est unique.

Démonstration.
Nous savons déja que la dérivée (matrice) de la fonction associée F est unique. Ainsi, il est évident

que la dérivée de f sera aussi unique. O

Proposition 8.4. Soit f et g définies sur U (ouvert) C T vers T et T-différentiable en wy € U
avec f'(wg) = a et ¢'(wg) = b. Si o, 5 € R, alors af + 5g sera aussi une fonction différentiable
en wy et la dérivée sera aa + b, i.e. (af + fg)'(wo) = af’(wo) + B9 (wo).

Démonstration.
Encore une fois, la preuve est évidente, car la fonction associée a cette propriété. Il faut tout de
méme préciser que dans le cas de aF + G, la dérivée est aDF(wy) + SDG(wp) et que cette

matrice a les symétries voulues pour affirmer que cette fonction est T-différentiable. Et donc
(af + Bg) (wo) = af'(wo) + By’ (wo). O

Proposition 8.5. Soit f et g définies sur U (ouvert)C T — T et T-différentiables en wy € U,

avec f'(wg) = a et ¢g'(wg) = b. Alors, (fg)(w) est différentiable en wy et la dérivée est
f(wo)b + g(wo)a, i.e. (fg)'(wo) = f(wo)g'(wo) + g(wo)f'(wo).

Démonstration.

Comme f et g sont T-différentiables, cela implique que :
f(wo + h) = f(wo) + ah + Ri(wo, h)
et

g(wg + h) = g(wo) + bh —+ RQ(’U}Q, h)
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h
ou limM =0 pour k =1,2.
h—0 |h|E
Donc,

f(wo + h)g(wo + h) =(fg)(wo + h)
=f(wo)g(wo) + f(wo)bh + f(wy)Ra(wo, h) + ahg(wy) + ahbh + ahRy(wy, h)
—+ Rl (U)O, h)g(U)o) + Rl (U)O, h)bh + R1<U)0, h)Rg(wo, h),

i.e.

f(wo + h)g(wo + h) =(fg)(wo) + (f (wo)b + g(wo)a)h + [f (wo) Ra(wo, h) + abh? + Ry (w, h)g(wp)
+ Rl(wo, h)g(wo)bh + Rl (w(), h)RQ(’LUQ, h) + CLhRQ(’LUQ, h)] .

Il faut montrer que le reste entre crochet tend vers zéro. Or

0 < |f(’LUO)R2 + &bh2 + ng(wo) + Rlbh + RlRQ + CLhR2|E < |f(w0)R2|E 4 |abh2|E 4 |ng(w0)|E

Al g — bl Al g Al g
‘Rlbh‘E + ‘R1R2|E + ‘ah’R2|E.
hlg hlg hlg
De plus,
lim 17 (wo) - Ralp = lim | f(wo) - f
h—0 |h|E h—0 |h|E 5
et comme

lim & =0et lim f(wy) = f(wo),
h—0

h—0 |h|E
o . Ry
cela implique que lim f(wp) - —— = 0. Donc,
h—0 |h|E
Ry
lim |f(wg) - —— 0.
i,
De la méme fagon, on déduit que
h—0 |h|E
Aussi,
|abh"| L
lim —£ = lim |abh - ——| .
h=0  |h|g h—=0 Al gl g

Or, pour un 0 < |h|; < 4, on a que (par équivalence des normes) :

R
Ly

e

1y

< |abh -
ol =

E

! < |abh|——| < 4|abhl,, < 4]abh|,; — 0.

E

e
1y
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On a aussi que

Ry -bh R
fim L Phle | B
h=0  |h|p h=0 | |h[ E
et que
b-R
lim 120 Fole
h=0 |kl
Finalement
Ri-R R
i B ole e Tl
h—0 ‘h‘E h—0 |h‘E )
R Ri-R
car lim ﬁ = 0 implique que lim, o |R;|; = 0 et donc limh_mM =0.
h=0 [h|p |l
Cette derniere limite étant égale a zéro, ceci est suffisant pour démontrer que la limite du reste
est zéro. Bt done, (fg)/(wo) = f(1o)g'(wo) + g(wo) f'(1o). =

Proposition 8.6. Soit f : U(ouvert) C T — T, T-différentiable en wy € U et g : V(ouvert) C
T — T, T-différentiable en t = f(wy) € V. Alors, la fonction go f : U C T — T est
T-différentiable en wq et (g o f)'(wo) = g’ ((f (wo))f (wo)-

Démonstration.

Ceci découle directement du fait que la régle de la chaine a la fonction associée G o F'. De plus la
dérivée (matrice) de celle-ci est D(G o F')(wy) = DF(F(wy)) - DF(wy), ce qui est suffisant pour
affirmer que (g o f)'(wo) = g'(f(wo))f" (wo). O

Abordons maintenant la généralisation des équations de Cauchy-Riemann.

Proposition 8.7. Soit f définie sur U(ouvert) C T — T avec f = uy + uoi’ + ugi + ua4j et
F(x,y,2,q) = *uy, ug, u3, uy) oll ug définie sur U C R* — R pour k = 1,2, 3,4. Si toutes les
dérivées partielles de uy, us, us et uy existent et sont continues dans U (i.e. f € C*(U)) et si

le systeme d’égalité suivant est satisfait :

8u1 8u2 8U3 8U4

8x:8y:8z:8q’
8u1 a’lLQ 0U3 8U4

dy or ~  9dq 0z’

8u1 a’lLQ . 0U3 . 8u4
9z  dq 0 9y’ ®.1)

Ouq Ous 8U3 . Ouy

0q 0z oy ox

en un wy € U (%)
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alors la fonction f est T-différentiable en wy et sa dérivée est donnée par :

8u1 8uz ./ 0U3 . 8u4 .
Ox * B | * 0:t1+ Bz

Démonstration.
Comme les édrivées partielles existent et sont continues dnas 'ouvert U, la fonction I’ est dérivable
dans le sens réel du termne. Mais de plus le systeme d’égalité implique aussi que la dérivée (matrice)

a les symétries voulues pour que f soit dite T-différentiable en wy. O

Remarque 12. a) Une conséquence directe de la définition 8.2 est que lorsque f : U(ouvert) C
T — T est T-différentiable en un wy € U, alors le systeme d’égalité x (58) est satisfait.
b) Pour z; =z + yi’ et 25 = z + ¢i’, on a que

At Za & 2_224-2’_26t 29 — 22

2 2 2 2
Donc, f(z,y,z,q) peut étre exprimée en toute généralité comme fonction de z1, Z7, 25 et Z3.

¢) Dans le cas ou f € C*(U), on peut définir

o _1(0 , 19) 0 _1
0z 2\ 0z i’ Oy "0z 2

et des définitions analogues pour z; avec z et q.

Définition 8.3. Soit f : U C T — T avec U ouvert. Alors, on dit que f est T-holomorphe
sur U si elle est T-différentiable en tout point de U.

Théoréme 8.1. Soit f : U(ouvert) C T — T tel que f € C(U). Posons f(w) = wi(x,y, 2,q)+

’LUQ(ZZ', Y, z, q)l Otl

wl(%?/a%‘]) = ul(xvyvzaq) + U2($7y72;Q)i/
U)Q(,T, Y, z, q) = ’LL3(,T, Y, =, q) + ’LL4(,T, Y, =, q)i/

Alors f est T-holomorphe sur U si, et seulement si,

1) awl :0w1 :8w2 :a’wgzoet.
oz 0m 0z 0%; ’
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8’[[11 . ng ng . 8’[[11
2) 5o~ 0m et 5 = om, sur U.

De plus, f'(w) = 887“2”11 + 87“”21 pour w € U.

Démonstration.

Dans un premier temps, il faut remarquer les équivalences suivantes (pour un wy € U) :

a) Qb= = QM= o D 0w 0w Du oy Duy
b) G =0 <= G =GRt G =Gk G = B+ B
c) 9 = @»%:%et%—f:_%;%:%jﬂm/

On vérifie ainsi que 1) et 2) sont satisfaits si, et seulement si, le systéme d’égalité xx de la page 58
est satisfait en wq, ce qui est aussi équivalent a ce que f soit T-différentiable en wy. Notons que

ces équivalences sont vraies pour un wy € U arbitraire et f € C'(U). O

La suite de ce chapitre se veut une petite exploration pratique des conséquences de ce qui a été

fait jusqu’a maintenant.

Proposition 8.8. La fonction e est T-différentiable Vw € T et d(e ) — ew,

Démonstration.
Soit w = 21 + 291 avec 21, 29 € C'. Ainsi,
e =e* [cos(z2) + isin(zz)]
=e*! cos(z2) + €' sin(2y)i
=wq (21, 22) + wa(z1, 22).

Dans le chapitre 4, 'exponentielle y est écrite explicitement comme fonction de R* et il y est clair

que e € CHR?). Aussi, w; et wy sont clairement des fonctions partiellement holomorphes de 2z,
8w1 . 0w1 o 0w2 . 8w2

et zo. Ce qui implique que = = = = 0.
2 q phique q 071 0% oz 0%
Or,
8w1 21 COS( ) 8’(1]2 o 8’(1]2 21 S'Il( ) 8’(1]1
— = Z = — —_— =€ 1M( 2 - — .
621 2 822 821 2 822
On a donc que
ow;  Owy Ows Ow,
= et = —

021 022 021 82’2 ’
Ainsi e est T-holomorphe sur mT'. De plus,

d((iiu) - 681511 + 881512 = e cos(22) + €' sin(z)i=¢" VweT.
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i d €w> aw N
Proposition 8.9. On a que w ae™ ouna€T.
w
Démonstration.
Posons P = aw, alors
die™) _dw”) _ (de”)\ (dP)\ _ p _
dw  dw \ap ) aw )77

par la regle de dérivation en chaine. O

Proposition 8.10. On a que w = cos(w) et W = —sin(w), Vw € T.
Démonstration.
Découle directement de la définition du sinus, du cosinus, ainsi que de la proposition 8.9. O]

Proposition 8.11. On a que d(d“i:) = nw" ! pour n € N avec n > 1.

Démonstration.

Procédons par induction sur n. Pour n =1, w" = w et

d

Supposons la proposition vraie pour n — 1, i.e.

d n—1
(Zgw ) — (n o 1)en—2
Alors,
n L an—1 n—1
d(w ) — d(w w ) — d(w ) w+wn 1 — (n - 1>wn—1 +wn—1 — nwn—I.




CHAPITRE

La T-différentiabilité par limite

Ce chapitre traitera de la notion de fonction T-différentiable par limite, ainsi que de la relation
entre les fonctions T-holomorphes et les fonctions holomorphes dans C'2. De plus, on verra des

notations permettant d’exprimer clairement la notion de T-holomorphie.

Définition 9.1. Soit f : U(ouvert) C T — T avec wy € U. Alors, on dit que f est T-

différentiable par limite en wy si :

lim f(wo + h) — f(wo)

h—0 h

(inv)

1. = f(wy) existe,

i.e. Ve >0, 36 > 0 tel que Vh € T inversible, avec |h|, < 6,

N f(wo—i-h]i—f(wo) .

- f(’wo) < e
E

2. f est continue sur U.

Remarques 2. 1. L’ensemble des éléments non-inversibles, i.e.
{(u,v,—v,u) : u,v € R} U{(u,v,v,—u) : u,v € R}

est un ensemble fermé et maigre (ainsi ’ensemble est négligeable).

2. Tout élément w € T est un point d’accumulation d’éléments inversibles.
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Proposition 9.1. Soit f : U(ouvert) € T — T avec wy € U. Si f est T-différentiable par

limite en wy, alors f est T-différentiable en wqy avec f'(wy) = f(wp).

Démonstration.

Comme f est T-différentiable par limite en wy, alors il existe un ouvert autour de wq ou :
fwo + h) = f(w) = f(wo)h + V(h)h
tel que

lim (k) = 0. (%)

(inv.)

On constate que W(h) n’est définie que pour les éléments inversibles de cet ouvert. Par contre,

comme f est continue en wy, on peut écrire :

f(wo + h) — f(wo) = f(wo)h + V(h)

ou V(h) = W(h)h pour les h inversibles et V' est continue dans un voisinage autour de 0.
D’un autre c6té, nous avons déja démontré que f est T-différentiable en wy avec comme dérivée

f'(wp) si, et seulement si, on peut écrire :

fwo + h) — fwo) = f'(wo)h + ®(h)

D(h V(h
ou lim % = 0. Comme la dérivée est unique, il suffit donc de montrer que lim & = 0.
h—0 |h|E h—0 |h|E
Commencons par montrer que lim m =0, 7.e. lim % =0
h=0 |hlp ho0 |hlg
Or,
/ / /
WO IR R L g
Al g Iy Al g Iy
pour des h inversibles. Ce qui implique que
lim Lj(h)hb =0.
h=0  |h|

(inv)

Ainsi, pour un ¢ > 0 choisi, 36 > 0 tel que pour |h|, < 0 (avec h inversible), on a que

W (h)hl
17l g

de trouver une suite {h,} -, d’éléments inversibles tel que h, — h et |h,|, < & avec h, # h

Vn. Comme V' est continue, cela implique que V' (h,) — V(h). Donc, |V (h,)|z — [V (h)|g et
|hin| g = 11l -

< €. Prenons maintenant un h non-inversible tel que 0 < |h|, < d. Il est toujours possible

Ainsi,
Wbl V),
|hin| g |7l g
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Ce qui implique que | If(zflL)‘E < e. Donc
V(h)|g
lim VRl =0.

=0 |h|g
L]

Ceci complete la démonstration.

C”? ot U est un ouvert de T = C, f € CY(U) et f
:C'xC' = C pouri=1,2.

Proposition 9.2. Soit f : U ¢ C”
T-holomorphe dans U ou f(z1, 20) = (wi(21, 22), wa(21, 22))
Alors, w; et wy sont holomorphes sur U dans le sens de C2, ici C’ 2

Démonstration.
Par le théoréme 8.1, le fait que f = w; + woi soit C(U) et T-holomorphe implique que a“” =
pour 1 < 14,7 <2 sur U. Donc, w; et ws sont holomorphes sur U O
Définition 9.2. Pour f : U(ouvert) C T — T tel que f € C*(U), notons
o _ (o 1oy 9 1 i_li
ow 0zy 10z ) Ow 0z; 10z )’
o _1(0 190 ti_l o 190
0z 2 \0x; 10y 0z; 2 \0x; 10y
pour 7 =1,2.
Alors par calcul direct, on constate que sous les conditions de la définition 9.2
1) f T-holomorphe sur U implique que 3 af = f"sur U,
2) g—é = 0 sur U si, et seulement si, %—‘: = %1522 %—ff = %fl sur U.
En résumé, f est T-holomorphe sur U si, et seulement si, 83” =0pourl<ij<2et gi = 0. De
f sur U.

plus, la dérivée de f/ = 2



CHAPITRE

Développement en série

Dans ce chapitre, on verra la généralisation du développement en série de Taylor pour les

tétranombres et un théoréme sur le rayon de convergence.

Théoréme 10.1. Soit f : U(ouvert) C C? — C’ tel que f € CY(U). Si f est T-holomorphe

sur U alors f( existe ¥n € N, i.e. que toutes les dérivées de f sont T-holomorphes.

Démonstration.
La fonction f est de la forme f(z1, 22) = wq(21, 22) + wa(z1, 2z0)iot w; : U CC'xC' - C',i=1,2
sont holomorphes dans le sens de C'. En fait, 2% = 0 pour 1 < 1, j<2et

' 9z,
8w1 . 8w2 8w2 . 8w1 (*)
021 N 82’2’ 82’1 N 82’2 ’
De plus,
8w1 8w2
/ .
=——+ —isur U.
f 021 82’1
Comme w; et wsy sont holomorphes sur U, alors g—g’; (1 < 1i,5 < 2) restent holomorphes sur
U, ce qui implique que f' € CY(U) et ?1 =0 pour 1 < 1i,7 < 2. Aussi, azjgzik existe pour
Zj
.o 20, 9w, .o
1<4,5,k<2et szazk = szazj pour 1 <1,7,k < 2.
Ainsi, de (%), on peut déduire que
02w1 o 021112 o 02w2 82’LU2 o 021111 o 021111

= = t = — = — .
0% 021029 02902 ¢ 022 021029 02902,

Donc, f” est T-holomorphe sur U. On refait le méme raisonnement a partir de f’, et ainsi de suite,

pour obtenir le théoréme. O
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Evidemment, ce résultat nous incite a se demander si un développement en série d’une fonction

T-holomorphe est possible.

Théoréme 10.2. Soit f : U(ouvert) C C* — C tel que f € CY(U). Si f est T-holomorphe
sur U, alors Vw, € U il existe une boule B,,, tel que
o £(n)
Y € By, fw) = - L0 (0 — g (#1)
n=0 :
et
oo | fm) |’
> | (lw— wo|")"™ converge. (#2)
= | n
Démonstration.

Preuve de (#1).
En premier lieu, remarquons que par le théoréme x, f existe ¥n € N. De plus, par la
proposition 9.2, f = fi +ifs o f; : U € C? — C’ est holomorphe pour i = 1,2. Ce qui

implique que Ywy € U, il existe une boule B,, tel que fi(w) = 32, a’(w — wy)” pour i = 1,2 ou

(w—wp)” = (wy — w)" (wa — wh)*?

et
1 8'/1 +va fl (wo)

nvy 0271 0zy?

7
vive

pour 7 = 1, 2.

Ainsi, une grande partie du travail a déja été fait. Remarquons aussi que

N ) . e " (n ke en—
w" = (wy + iwy)" = Z <k>wlf(1w2) k_ Z <k>wlfw2 kin—Fk

k=0 k=0

Maintenant, en posant

Ay =

f(wo) 1 <5"f1 n anf2> 7
n!

n! 0zp 0z}

on obtient que

(TL) w, 7 1 . 1 5 n o
antir = = 200 (o = 2 (G TRY5 (Mwn - - e
k=0

n! Tl \ 92 9

LN 1 " fr
o n—k
=2 Kl(n — k) 9=p

(o = )~ ]

(wy — w))*(wy — wd)"*

. 1 " fo
=0 oz
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De plus comme f est T-holomorphe, cela implique que

fH DPf ot ’f  Ph
022 02102 022 020z

Donc,

L R R
ozF 025102, ozF 0102,

Nous auront besoin, pour continuer, des deux petits lemmes suivants :

Lemme 10.1. Sous les conditions du théoréme «a,

" f1 G Il
= h(n, k)=—22Z lorsque n >0et 0 < k <n
0zt ( )az’fazg”—k 4 -
ou p(n,k) = 1 si n — k est pair (ou zéro) et p(n,k) = 2 si n — k est impair, ainsi que

h(n, k) = Re (i"*) si n — k est pair (ou zéro) et h(n, k) = Sm (i"*) si n — k est impair.

Démonstration (Par le principe de d’induction fini).
Soit n > 0 fixé et 0 < k < n. Posons L = n — k, ainsi notre hypothese devient :
an
-
0z Jo(r)

n — Lz Lz (*)

pour 0 < L < n.
Il est évident que 'hypothese est vraie pour L = 0. Supposons maintenant que (k) est vraie

pour un L > 0 et montrons qu’elle est vraie pour L 4+ 1 < n. Il suffit de remarquer que :

orf ML) " fory h(L)W si L est pair (1) (a l'aide de (a)), 10.1)
PE 02y L0k | —h(L)—=Z——  si L est impair (2) (& 'aide de (). '

821L7(L+1)822L+1

Dans (1), lorsque L est pair, on a que L + 1 est impair, donc p(L + 1) = 2. De plus,

car il est réel.

Dans (2), lorsque L est impair, on a que L + 1 est pair, donc p(L 4+ 1) = 1. De plus
h(L + 1) = Re (i*™') = Re (i*1) = —Qm (i*) = —h(L).

Donc

I _pp 41y

0z7 I EARRlir A

i.e. que I’hypothese reste vraie pour L + 1. O
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Lemme 10.2. Sous les conditions du théoreme 10.2,

J" fa O" frr(n k)
027 = h(n, k)m lorsquen >0et 0 <k <n

ou p'(n,k) = 2 si n — k est pair (ou zéro) et p'(n,k) = 1 si n — k est impair, ainsi que

h'(n, k) = Sm (i"*+1) si n — k est pair (ou zéro) et h'(n, k) = Re (i**+1) si n — k est impair.

Démonstration (Par le principe d’induction fini).
Soit n >0 fixéet 0 <k <n.
Posons L = n — k, ainsi notre hypothese devient

9" f 0" fy(w)

07 02 Lok

= h'(L) pour 0 < L < n. (%)

Il est évident que I'hypothese est vraie pour L = 0. Supposons maintenant que (kx) est vraie

pour un L > 0 et montrons qu’elle reste vraie pour L + 1 < n. Il suffit de remarquer que :

ofy o " fyy —h’(L)W (1) si L est pair (a 'aide de («) ),
0zt 027 L0zk W(L)——2d2——  (2)si L est impair (& aide de («)).

821L7(L+1)822L+1
Dans (1), lorsque L est pair, on a que L + 1 est impair, donc p'(L + 1) = 1. De plus,
R'(L+1) = Re (i"*?) = Re (—i') = i’ = —3m (ii’) = —Sm (i*™) = K/ (L)

car i’ est réel.

Dans (2), lorsque L est impair, on a que L + 1 est pair, donc p'(L + 1) = 2. De plus,

R'(L+1) =SQm (i""?) = —Sm (i%) = Re (ii") = Re (i*™) = W/ (L).

Donc,
8nf2 _ h/(L + 1) anf]!)’(L-l—l)
927 9zt g L
i.e. que I’hypothese reste vraie pour L + 1. U
Alinsi,
anf n,k
n h(n k‘) p(, ’,).
n n ’ 0zk025 7% 0\n—k
an(w —wp)" = in* L2 (w; —wi)¥(wy — wy)
,§ kl(n — k)! ! 2
() e
—l—in_k+1 19%2 ( | — wl)k(w2 _ wg)n—k
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Comme p(n, k) # p'(n, k), on a toutes les aj,,, , pour i =1,2 et k € {0,...,n} (j = 1,2). Le seul
probleme est peut-étre le signe. Or,

" h(n, k) = { Re (i F)Re (i"F) =1 avec p(n, k) = 1 si n — k est pair,

iSm (i"%)Sm (i %) =i avec p(n, k) =2 si n — k est impair

et
R (0 F) iSm (i *)Qm (i ") =i  avec p/(n, k) =1isin — k est pair,
i n, k) =
Re (i HHRe (i" k1) =1 avec p'(n, k) =1 si n — k est impair.
Donc,
R ST A e ¥ N o | e
' k=0

Ceci implique que

& S wo)(w — wo)” ™ (wo) (w — wp)"
nggog On! : :nz::o On! : = f(w),

car les parties réelles-complexes primes et imaginaires-complexes primes se voudront des réarrange-

ments respectivement de f; et de f, lesquels convergent par le fait que f; et fo sont holomorphes.
Preuve du (#2)

On a que

/

(Jw —wol )"

/
(‘wl —w
! /
) (‘wl — 'LU?

aal (jw = wo )" =| 7

- |f("’ (w0)

Ifi O fo
0z} i 0z}

_ 1 <|8"f1 n 9" f2

o \"
0’)”

oz 0zy

1 (lonfi 0" fe]\ & [k oIk o=k
n! ( 0z} 0z ) kz:% <n> <‘w1 Bt B )
n 1 of -

1 9" f2 0\n—k

\

€ C' et on sait que pour z € C' et w € T, on a que ‘zk

Kl(n— k) 025 (wr = wp)" (w; = wh)

car wyp — U)?, Wo — wg

= (12" et

jw - 2| = |w[[2]"
On sait aussi que

9" [ (n.k)
02k02m7k

8'ﬂf'1 . h(n7 k) anfp(n,k)) t aan

= e
0y 02§0z57F " 9z

=h'(n, k)
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ou h(n,k),h'(n, k) = £1.
Ainsi,

/

1 anf]u(n,k)

ol (= w0l = 3|ty S = )
o] gzgéﬁ?z o b~y
- Z b s — )y — w0+ a2, aon — 00w — w) |
car p(n, k) # p'(n, k).
De plus,

/

L n
Tim 33" Jaf (w0 = ) (w; — wd)"F

n=0 k=0

converge pour j = 1,2, car c’est un réarrangement de f;, lequel converge absolument comme série
double. Donc,

L n
lim (Z ( > ’aivn_k(wl — W) (wy — w7 /)) converge.
k=0 \j=1,2

L—oo =0

C’est-a-dire que

L
. / m
nggo; (|an| |w — wol ) converge.
o
Ainsi Y |a,|'|w — wy|" converge.
n=0

n

De plus, comme |a,(w — wy)"|" < |an| |w —wo|™, on a par le critére de comparaison que la

série converge absolument avec la norme | |. O

Abordons maintenant un théoreme relatif a la convergence des séries de puissances dans le cas

des tétranombres.

Théoréme 10.3. Soit f(w) = a,w" avec a, € T. Alors, il existe un 0 < R < oo appelé un

rayon de convergence avec les propriétés suivantes :

i) La série converge absolument Vw avec |w| < R. De plus, si 0 < p < R la convergence
est uniforme pour |w| < p.
ii) Dans |w| < R, f(w) est T-holomorphe. De plus, f/(w) = >°°, na,w" ' qui converge

dans le méme rayon de convergence.
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Aussi,

ii).

= lim sup 1/|a,| est un rayon de convergence possible satisfaisant les propriétés i) et
n—oo

o =

s N / N . s . (s
Remarque 13. Dans ce théoréme, les normes | | et | |" peuvent étre substituées indifféremment. A

Démonstration.

i)

if)

Posons + = limsup,, .. {/|a,| et R >0 (le cas o R =0 est trivial).
Si |lw| < R, on peut trouver un p tel que |w| < p < R. Alors, % > & implique, par la définition
de la lim sup, que |a,| < pin Vn > Ny. Donc

la,||w|™ < <%) Vn > Np.

Or, % < 1 implique que

(5] <

n=0 p
o o
Ainsi, Y |a,||w|® < co. De plus |a,w"| < |a,||w|™ implique que Y a,w™ converge (absolu-
n=0 n=0
ment).

Pour montrer la convergence uniforme, considérons |w| < p < R et choisissons p’ tel que
p < p < R. Ainsi,

lanw"| < Jan||w]” < (@) Yn > N
p

/

De plus, puisque Z <£> < oo (car § < 1), on obtient par le critére de Weierstrass que
p

n=0
[e.e]
n : /
> a,w"™ converge uniformément pour |w| < p.
n=1

Par la méme occasion, on peut voir directement que f(w) est continue pour |w| < p, car la

convergence y est uniforme et le a,w"™ sont des fonctions continues.
Premiérement, considérons g(w) = 3°°, na,w™ ' Alors,

1
— = 1. iy n = l' ¥ . l' iy nly
7 = limsup {/Inan| = lim /n im sup an|

n— oo

car {/|na,| = /n/la,| et lim, o /n = 1. Ainsi, g(w) a le méme rayon de convergence

(selon | | et | |') que f(w). Il reste & montrer que f'(w) = g(w).
Or, de la proposition 9.1, il suffit de démontrer que la fonction f : U C T — T ou U =
{weT: |wl <R} est T-différentiable par limite, Vwy € U avec f(wq) = g(wp).
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On sait déja de (i), que f est continue sur U. Aussi, pour des h suffisamment petits et

inversibles, on a que

flwo }1 flwo) — g(w) = < an(wo + h)" Z anw0> - Znanw8 '
n=0 n=1
o) h _
:Zan<(w0+ ) wo—nw(’} 1).
n=1 h
Or,
(wo + h)" — wg 1| o [ Uwol + [A[)" = Jwol -1
n < — n
h 0 = |h| 7”L|’LUO| )
o™+ () o MRl (5) ol "2 [P + - B[ = fuwo|"
I
T
car
wy + (Dwhh+ (2)wh 2R + .+ A — wl 2
0 ( ) ( )h — nwy <n>\w0\"_2|h|+...+\h\"‘l.
Donc

|f<w0 S f(wo)‘ <3l <(‘w°‘ [ ”|w0|n_l> NG

R .. , .
Posons p = w < R. Ainsi, on peut écrire (%) comme

a4 ) = f) S O (B )
D) | < 3 el (LR )

o)

Or, Z la,|p" < oo implique que |a,|p™ — 0 lorsque n — oco. Dong, il existe un K tel que
n=0
la,|p" < K ¥n. Ce qui implique que :
f(wo +h) — f(wo)

Or,

S (=) £ (5 (22 £ (3

n=1 P n=0

De plus, pour des h suffisamment petits :

ol )" 1 1

WZ< p )Th\ 1 — ((Luel2)
_ p

~[l(p = (lwol +[A])

car |wp| < p.
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Puis,
i <\w0|> i ) P
- \h|  p— |wo
et
1§; <|wo|> T
p = ~ (p—|wo|)?
Donc,

73

*%) = i P — P _ p _ Kp|h|
”K[\h\ <p—|wo\—\h\ p—|wo\> <p—|wo\>2] (o Two — 1)) (p — ol

Or,

K
lim ple] > — 0 pour des z € R.
=0 (p — Jwo| — |2|)(p — |wo)

On a donc que Ve > 0, 3§ > 0 tel que pour |h| < § et h inversible,

f(wo + h) = f(wo)
h

Koplh
— g(wp)| < plhl <e.

(o = wo| = [R[)(p = Jwol)?

Ainsi, f est T-différentiable par limite Yy € U avec f(wo) = g(wg). Ce qui implique que

o
= Z na,w"
n=1

pour |w| < R.



CHAPITRE

Le principe d’identité

Le but de cette dernitre section est de particulariser le principe d’identité de C'? pour les

fonction T-holomorphes définies de C'* vers C'2.

Lemme 11.1. Soit f : U € C> — C"*, T-holomorphe et C*(U) ott U est un ouvert connexe
(domaine). Si il existe un wy € U tel que f(wp), f'(wo), f"(wo), - - ., f™(wp), . .. sont nulles
(Vn € N), alors f(w) est identiquement nulle sur U.

Démonstration.

Siot E; I'ensemble des points wy € U ou f(wy), f'(wp), . .., f™(wp), ... s’annulent (Vn € N), et E,
I'ensemble des points w € U ou f a au moins une de ses dérivées (ou f elle-méme) qui ne s’annule
pas. Alors, U = Ey U Ey et By N Ey, = 0.

Or, E; est ouvert, car f est T- holomorphe et C1(U) implique que Vw, € U, il existe une boule
By, telle que Yw € By, f(w Z A wo — wp)" par le théoreme 10.2. Ce qui implique que
f(w) = 0 dans la boule B,, lorsque f(” (wg) = 0, ¥n € N. De plus, par la continuité de f™
(Vn € N), on a aussi que E, est ouvert.

Comme U est un ouvert connexe, cela implique que E; = () ou Ey = (). Mais, E; # 0 par

hypotheése. Donc, Fy =0, i.e. U = E;. Ce qui implique que f = 0 sur U. ([

Définition 11.1. Soit f : U € C’* — C, T-holomorphe et C*(U) ot U est un domaine et

f est non-identiquement nulle sur U. Si pour un wy € U, on a que f(wy) = 0, alors par le

lemme précédent, il existe un plus petit entier & tel que f (wg) # 0. On dira que wy est un

zéro d’ordre h.
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Remarque 14. Le lemme précédent nous assurer qu’il n’y a pas de zéro d’ordre "oo", si la fonction

est non-identiquement nulle sur U. A

Théoréme 11.1. Soit f : U C C*> — C, T-holomorphe et C'(U) ott U est un domaine

et f non-identiquement nulle sur U. De plus, supposons que f(wy) = 0 ot wy € U est un

zéro d’ordre h. Alors, il existe une boule B, sur laquelle

f(w) = (w — wo)" fr(w) out fu(w) y est continue
et

o f wo)

fu(w) = 2 (0t h)!

(w — wp)".

Démonstration.

Comme f est T-holomorphe et C'(U), cela implique qu’il existe une boule B,, sur laquelle :

o0 £(n)

flw) =

(w—wp)"
n=0

00 f(n+h) (wo)

. n+h
= (n+h)! )

(w —

, )
Pour plus de clarté, nous poserons a, = £ n(!wo).

Notre but est évidemment de sortir (w —wp)"™ de la sommation. Si (w —wg)™ est inversible pour
1

un w € By, alors = existe et
1 o0 5 o0
D dpn(w—we)" =) (W — wp)™.
e =
Alinsi,
[e.e]
fw) = (w—wo)" > apin(w — wp)™
n=0
o0
Quarrive-t-il si (w — wp)" est non-inversible ? Il suffit de montrer que » _ a,44(w — wp)"™ converge
n=0
Vw € By,-

Par le théoreme 10.2 (#2), on a que 3% |a,| (Jw — wo|’)™ converge sur B,,. De plus, comme

a, = 0 pour 0 <n < h, on a que

> / / > / /
> lan| (Jw = wol )" =3 lantal (Jw — wol)" "
n=0

n=0
=(NCsw — wp)" - Z |anin| (Jw = wol)".

n=0



CHAPITRE 11. LE PRINCIPE D’IDENTITE 76

o
Donc, Y |ansn| (Jw — wol|)" converge sur By,.
n=0
Or, |ansn - (w—wo)"|" < |ansn| (Jw —wo|)*. Ce qui implique que |appn(w —wp)| converge

dans B,,. Donc, fr(w) = >0° ) apin(w — wp)™ converge dans B,,, car elle y converge absolument.

Ainsi, comme la série f;(w) converge, on a que

(= w0)"+ Y (= we)* = 3 (= w)™*" = f(w).

Il reste maintenant a montrer que fj,(w) est continue.
c 17 / !/
Or, condidérons un wy # wy avec wy € By, on a donc que >.0°  [an1n| (Jwr — wp|)™ converge.

Ainsi
{|an+h|/ (Jwy — w0|/)"}zozo — 0 lorsque n — oo

et |ansn| (|wy — wo| )™ < M, Vn. Soit maintenant w tel que |w — wy| < |wy — wy| avec w # wy.
Alors,

| (W = w0)" <(lansn| [w —wi )"

_angal (lw = wol)"
hv1—-umV

\w—wo\/ "
<M|—— | =c,
w1 — wl

|w—wp|’

ou ;< 1, 1ie.

w1 —wol
|t in(w —wo)"| < ¢ €R

tel que Y2, ¢, converge.

Dongc, par le critere de Weierstrass, on obtient que >0°  ap4n(w —wp)™ converge uniformément

/ /
dans une boule B;, ayant un rayon < |w; — wp| .

Or, comme les @,y - (w — wp)" sont des fonctions continues sur B, et que la convergence y
[o¢]

est uniforme, on obtient que Y apip(w — wo)” est continue sur By, . O

n=0

Corollaire 11.1. Soit f : U ¢ C* — C"*, T-holomorphe et C'(U) ot U est un domaine et f

non-identiquement nulle sur U. Si f(wy) = 0 pour un wy € U, alors il existe un voisinage de

wp sur lequel f(w) = 0 seulement si w — wy est non-inversible.

Démonstration.

Par hypothese, il existe un h > 0 tel que f®(wy) # 0, i.e. fa(wy) # 0. donc, par continuité,
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fn(wg) # 0 dans un certain voisinage de wy. Or, si pour un w de ce voisinage, w — wy est inversible
et f(w) = 0, on obtient que (w — w)" fr(w) = 0. Ainsi, en divisant par (w — wy)", on obtient que

frn(w) =0, ce qui est une contradiction. O

Théoréme 11.2. Considérons f,g : U € C'> — C’*, T-holomorphe et C*(U) ot U est un
domaine. Si f(w) = g(w) Vw € E ou E est un sous-ensemble de U possédant un point
d’accumulation dans U (notons ce point wy) tel que les éléments de {w — wy : w € E} soient

inversibles, alors f(w) = g(w) sur U.

Démonstration.
Soit h(w) = f(w) — g(w) sur U. Alors h sera de la forme C* — C"*, T-holomorphe et C*(U).
Supposons que h(w) est non-identiquement nulle sur U.

Comme wy est un point d’accumulation de £ dans U, cela implique qu'il existe {w,} -, C E
telle que w,, — wy et w, # wy, Vn € N. Ainsi,

lim h(w,) = lim 0 =0 = h(wo)

n— oo

par continuité.

Donc, h(wy) = 0 et wy est un point d’accumulation de {w,} -, tel que w, — wy est inversible
Vn. Ce qui est une contradiction avec le corollaire 11.1. Ainsi, h(w) = 0 sur U, i.e. f(w) = g(w)
sur U. 0J

Corollaire 11.2. Toutes les identités trigonométriques valides sur la droite réelle et ne se

servant pas de la division sont généralisables dans le cas des tétranombres.

Démonstration.
Le sinus et le cosinus sont des fonctions T-holomorphes et C'(R*). De plus, si on prend, par
1 [o¢]

exemple, wy = 0 avec {5}71:1, alors w — wy = = sera inversible pour tout n € N (avec n # 0). Et

on conclut les résultat par le principe d’identité pour les tétranombres. O

Remarque 15. Le théoreme 11.2 est une particularisation du principe d’identité obtenu de ’ana-

lyse complexe dans C'%. A



Conclusion

Beaucoup de résultats ont été énoncés, mais encore beaucoup de questions peuvent étre soule-
vées. La raison en est que pour chaque résultat de ’analyse complexe dans C, on peut se demander
si une extension en est possible pour le cas des tétranombres.

Ainsi, il m’aurait été quasi-impossible de faire de ce mémoire une analyse exhaustive de tous
les résultats de 'analyse complexe dans C que I'on pourrait potentiellement généraliser pour les
tétranombres.

Par contre, il est possible de suivre une ligne directrice a l'aide des plus grands résultats de
I’analyse complexe dans C. Dans ce mémoire : les coordonnées polaires, la notion de différentiabilité,
le développement en série, ainsi que le principe d’identité ont été ma ligne directrice de recherche.

Pour ce qui est des résultats a venir, il semble que I’étude de 'intégrale pour les tétranombres
soit une voie évidente et naturelle a emprunter. Ayant personnellement commencé a explorer cette
nouvelle voie, je peux actuellement en dire que certains résultats semblent réalisables, mais que les
éléments non inversibles rencontrés dans l’ensemble des tétranombres font pointer d’importants
problemes.

Je souhaite donc bonne chance a tous ceux ou celles qui voudront explorer comme moi les

nouvelles frontieres de cette théorie.
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